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لطفاً قبل از مطالعه این‌کتاب به‌نکات زیر توجه فرمایید. 

الف - اگر ‏ يك مجموعه و معع . و را يك عنصر و یا يك عضو از چم می‌نامیم . 

ببب مجموعه 
۱ (... ۴ ۰ ۳ ۰ ۲ ۰ ۲۱ 
را مجموعه اعداد طبیمی و یا مجموعه اعداد ددست مثبت نامیده و با از نشان می‌دهیم. 

پ. مجموعه ۱ 

ژيم, » ۲ 6 اه ء ات و ات 8 ها 

زا مجموعه اعداد درسثت نامیده و با 7 نشان می‌دهیم . 


ت محو که 
۲ 
(۰ غوو ۰ 2 ۰ | ج) 


را مجموعه اعدادگویا نامیده و با 0 نشان می‌دهیم. 
ث. هر عدد حقیقی که گویا نباشد. يك عدد ناگویا (وبا کنگ) نامیده می‌شود . 
جح مجمو نبه اعداد حیقی را پا ۳ نشان مي‌دهیم 


فصل | 


رابطه و تابع 
راطه 


زوج مر تب 
هر دوش تشکیل يك زوح را می‌دهد. برای‌مثال ۳ و ۳ يك زوخ از اعداد حفیتی است. 
اگر دريك زوج ترتیب درنظر گرفته شودگوئيم يك زوج مرتب داریم. بنابراین زوج مسرتب 
۴ و ۳ با زوج مرتب ۳ و ۴ متفاوت است . 
يك زوج مرتب و و و معمولا با نماد (۵»۳) نشان داده ميشود . و عضو اول (و با 
مژلفه اول) و عضو دوم (وبا مژلفه دوم) زوج مرتب (9 »8) نامیده میشود , 
از آنچه گنته شد نتیجه میشودکه اگر 0 ع ع »آن‌گاه (و » و) و (د » و) . برای مثال 
(۱ » ۲) ۶ (۲ » ۱) . 
باید توجه داشت که زوج مرتب (و » و) ومجموعه (و » و) یکی نیستند . 
همانطوریکه میدانید (و » )1 <(0 » 12 
یعنی» درمجموعه 9 6 9) ترتیپ عضوها درنظر کر فته نمی‌شود» درصورئی‌که دديك ژو :۲ 
مرب ترئیب نوشتن عضوها اهمیت دادد. همچنین همانطوریکه میدانید (ع) <(و » 2) » در 
حالی که در زوجهای مرتب چنین نیست . 
تساای زوجهای مرتب - دو وج مرنب (و » ع) د (۵ ۰ ع) مسادی هستند اگر د تنها 
اگرعضوهای ادل نها با هم وعضوهای دوم نها نیز با هم برابرباشند. به عبارت دیگر : 
( عون و 0عه) جه (۵ ۰ 0) <(9 » و) 
ممکن است که عضو اول يك زوج مرتب خود يك زوج مرتب باشد : 
(و » (0 » 5)) 
در این صورت مینویسیم : ۱ ۱ 
۱ (0 » (و » ۵)) ع (0 ۰ 9 » و) 
و آن را يك سه تایی رنب می‌خوانيم, دراین سه‌تایی مرتب و ؛ نا و 6 به ترتیب عضواول» 
عضو دوم وعضو سوم (ویا مژلفه اول » مژلفه دوم ومژلفه سوم) نامیده ميشوند. 


حاصل ضرب د کارتی د9 مجموعه 
منال ۱ - مه شهر ۸ , 8 و 6 طوری واقع شده‌اند که بین ۸ و 8 دو جاده وبین 3 و 


با سه حاده موجود است . 


مسافری می‌خواهد از شهر ۸ و از طریق 8 به شهر 2 مسافرتکند . می‌خواهیم ببینیم 
او برای رسیدن به مقصد چه مسیرهایی برای انتخاب در اختیار دارد . روشن است که این 
مسافر برای رفتن از ۵5 به ) ابتدا باید یکی از جاده‌های 8 یا » سپس یکی از جاده‌های دا » 
0 يا و را بپیماید . هرمسیری از. ۸ به ن) را می‌توان با يك زوج مرتب نشان داد که در آن 
عضو اول نمایش جاده اول وعضو دوم نمایش جاده دوم باشد . حال فرض‌کنید مسافر جاد ۵ 
را پیموده وبه شهر 9 زسیده است , ۱ 


ت ۳۳ ۱ شور 
۸۵ 


دراینجا برای رفتن به شهر 2) باید یکی از جاده‌های 0 ۰ 0 یا ۵ ویا به عبارت دیگر یکی 
از مسیرهای زیررا انتخاب کند : 
( ۵۰۵۰۵۰۵ ۰(/) 
اگراین مسافرازجادة » به‌شهر 8 رفته باشد » دراین‌صورت‌نیزبرای رسیدن به مقصدباید 


یکی از حاده‌های تا » 4 ؛ ه ویا یکی از مسیرهای زیررا انتخاب کند : 


( 66 ۰ (6۰(۰)6۰0) 
پا توجه به مطالب فوق » این مسافر جمعاً مسیرهای زیر را برای انتخاب در اختهار 


خواهد داشت ۰ 
( ۰ )6۱۱ ( 6۰ 8۰۵۰ ۵۰0(۰) ۰( 8۰) )۱( 
که عضو اول هر زوج مرتب اژ میان جاده‌های بین دو شهر ۸ و ظ وعضو دوم آن از میان 
جاده‌های بین دوشهر 8 و 2 گرفته شده است . به عبارت دیگر » هرگاه مجموع جاده‌های بین 
شهرهای ۸۵ و 8 را با (8۰6) - 8 و مجموعةُ جاده‌های بيین شهرهای ] و با را با 
(0 ۰6۰ 0) ۳ نشان دهیم» در نوشتن زوجهای مرتب (۱) عضو اول هر زوج مرتب از 
مجموع4] وعضو دوم آن ازمجموع۳4] گرفته شده است. مجموعه ان زدجهای مرقب دا حاصل- 
ضرب دکادنی ل دد "1 خوانده آن ۱ به صورت ۲۳ < 10 نشان می‌دهند ؛ 
((۵ ۰۵۸ (۰)۵/۵( ۵۰۵۵/۵۵ ۰( ع) )عظ بر ظ 
این حاصل ضرب بااستفاده از جدول به صورت زیر نیز به دست می‌آید : 


عضوهای دوم زوجبا 


) 8 ۰ 0 ( ) ۵ » ۵ ( 4 


عضوهای اول زوجبا 


) 6۰ 0 ( ) ۰۰0 ( ) 6 ۰» 6 ( 


می‌خو اهیم ببینیم او در سفر بررگشت چه انتخابهایی می‌تواند داشته باشد . در اینجا 
مسافر ابتد! یکی از حاده‌های 9 ۰ 8 با و را انتخاب می‌کند ؛ سپس از طریق و پا 6 به مبدا 
اصلی خویش بعنی شهر ۸ برمی گردد. هرکدام آزاین مسیرها را نیز می‌توآن بايك زوج مرتب 
نان داد . مثلا » اگر او ابتدا جاده 0 و بعد جاده 8 را انتخاب‌کند ء این مسیر را با زوج 


( ع ء ۵ ) 


پااین فرارداد و مطالبی که قبلا گفته شد ء مسیرهایی که اين مسافر درب رگشتن در اختیار 
خواهدداشت تشکیل مجموعه‌ای اززوجهای مرتب خواهند داد که عضو اول هرزوج مرتب‌از 
۱ ۱ وعضودوم آن از ( 6 » ۵ )ات گرفته می‌شود . جدول زیرتمام مسیرهای 
ممکن برگشت از شهر ) به ۸ ( از طریق 8 ) را نشان می‌دهد : 


عضو‌های دوم زوجها 


مجموعةٌ تمام زوجهای مرتب جدول فوق که همدٌ مسیرهای بررگشت از شهر 6 به ۸ را 
نشان می‌دهد به نام حاصل‌ضرب د کارتی ۳ در 2 خوانده شده آن را با »۳ نشان می‌دهند: 
۱ (6»6 ) ۰ ( 68۵ ۰ (0/6) » (0:8) » 0:6 ) ۰ ( ۰۵ ) ؟ حد ۳ )< 8 
اکرچه هر کدام از مجموعه‌های ۳ >« ق و ی < 7۳ دارای ۶ عضو می‌باشد ولی از تعریف 
زوج مرتب نتیجه می‌شود که حاصل‌ضربهای ۳ ۳,۲ و :5 < 7 مساری نیستند ۰ 
۵ کر ۲ ع ۴ »رظ 
مثال ۲- يك سک ۵ ربالی ويك سک ۲ ریالی را باهم می‌ريزيم . حالات مختلفی راکه 
ممکن است این دو سکه به زمین بنشیند بنویسید , 
حل : هرسکه دو رو دارد . سک ۵ ریالی بعد ازفرود آمدن شیریاخط می‌نشیند . هرگاه 
نشمستن شیررا با حرف «ش» و نشستن خط را با حرف «خ» نشان می‌دهیم» روشن است که پس‌از 
نشستن سکة ۵ ربالی یکی از عضوهای مجموعه (خ » ش) < م را خواهیم داشت. به‌همین 
ترتیپ پس‌ازنستن سکة ۲ریالی بازیکی ازعضوهای مجموعة (خ » ش) < ۸ به دست می‌آید. 
حالات مختلف نشستن این دوسکه باهم با استفاده ازنموداری به نام نمودار درختی به صورت 
زیربه دست می‌آید ۰ 


حالات ممکن نشستن سک دو ریالی سک ۵ ریالی 
سکه‌ها باهم ( مجموعذ ۸ ) ( مجموعة ۸۵ ) 
(ش » ش) ش 
۷ ش‌ 
(خ » ش) ۳ 
پا 
(ش » خ) شِ 
با ی 
1 . حخ 


عجموعة این ژوجهای مرقب به نام حاحل خرب دکادتی ۸ د< ۸ خوانده شده‌آن را به 
صورت زیر می‌نویسیم ۰ 
[(خ » خ) » (ش » خ) » (خ »ش) » (ش » ش) ) <-۸ ۸ 


لعریف - حاصل ضرب دکادفی دومجیوعة ۵ و ظ برابر است باعجموعة غمام (وجهای مرئب 
(و » و) که ددآن +عه و قعو. به عبارت دیگر : ۱ 
( ۵68 و 2۵ه ۱(۰۱ظ) )ح- ظ )(۸ 
به همین ترتیب ۸۵ 8 به صورت زیر تعریف می‌شود * .. 
۱ 8:۸ و 08 | (۲۰۵) )-< 8۸ 
هرگاه مجیوعذ ۸ داداگ 12۳ عضو و عجیوعة ظ دازاق 71 عضو باشد. هریثك از مجموعه‌های 
جر بر م پا ۸ > ط داراي 78 عضو بوده وددحالت‌کلی دادیم ؛ 
مر ع 8 ره 


در حالت 8 << ۰۸ ۸ ۸ به‌نام‌حاصل‌ضرب‌دکارتی بجموعةٌ ع در خودش خوانده 
می‌شود. این حاصل‌ضرب دکارتی» مجموع تمام زوجهای مرتب (و : و) است که درآن 86۸ 
و بع. یی این که : 

0۵ د وعه | (0 ؛ه) ) و ۲ ۸ ۸۱ 

مثال - دو مجموعه ( ۱۰۲۰۳ ۸ و ( 9 ۵ )1 داده شده است؛ الف ۰ حاصل 
شربهای 8 بد ۸ ء ۸ <(ظ , ۵ مد هر و 13( را بنویسید . ب ۰ حاصل ضرب 9 ۳8 
را به صورت تمودار درختی نشان دهید 

حل : الف - ۸ مجموع تمام ژوجهای مرتبی است که عضو اول آنها از ۸۵ و 
عضو دوم آنها از 8 گرنته می‌شود ۰ 

( ( ۳,۵ ) ۷ ( راء۲ ( ء ( ۱/0 « ۱ ۳۵ ) ۰ ( نف ( ۰ ۱۵ ) )-- 4( ۸ 

به همین ترتیب حاصل ضرب ۸ 8 مجموعه تمام زوجهای مرتبی است که عضو اول 
هرزوج از 8 وعضو دوم‌آن از ۸ گرفته شده است : 

۱( 0۳۴ )۰ ( ۲ ) ۰ ( ۳۱ ) ۰ (۵۰۲(۰)۵۳ ) ۸-۱۰ پر 


همچنیه 


((۱۱(۰)۱۲(۰۹۱۰۳(۰)۲۰۱(۰)۲۰۲(۰)۲۱۳(۰)۳۸۱(۰)۳۰۲(۰۸۳۰۳) عش ره 


1 ( ۸۵ ۵۵ ۵/۵۰ ۵(۰/) )-8 ظ 


ب - در زیر حاصل ضرب 3 ۷ 1۲ به صورت نمودار درختی نشان داده شده است , 


8 
( ۰۵ ع) 
۱ 0 
( ۲ ۰ 6) 
۱ ِا 
( ۵ ۶ ظ) ۵ 
9 
یا 
رو وه 


تمرین ۱ ۱ 
۱ در زوچهای زیر»» را به قسمی پیداکنید که دو زوج یاهم برابر شوند : 
(۴ ۲۰ ) و (74۱ وت ت) 
۷- در ژوجهای زیر و 7 را به قسمی پیداکنیدکه دو زوح باهم برایر شوند : 
(۱ .)و ( 66-0 (بیم) 
۳ دو مجموعه ۳۱ ۰ ) -ظ و ۲۱ ۱ ) - 13 داده شده است حاصل ضربهای 
زیررا به دست آورید : 
0 ۸ ده ۸<ظ ۰ ظ )۸ 
۳- سه مجموعهٌ ۱ 0 ۰ ۱۵ ی ۲ ۰)- تنل ذف تا داده شده . 
است نشان دهید که - ۱ 
وی 0 ( من 80 ) ۸ 
۵- هر گاه ۸ مجموع دلخواه وغیرثهی باشد حامصل ضربهای زیررا به دست‌آورید : 


۸و و هدش 
م_ حاصل ضر بهای زیر را به دست آورید : 
ی ( ۶ ۰ ۵ )۴۱ ۰ ۰۲۰۳ ۲۱ 
ب- ۱ 


(6 عدد طبیعی کوچکتر ازه ۱ و بز رکتر از ءاست | ۷ ) ((» يك عددطبیعی کوچکتر از ۳ است | بد) 


۲ 


بب مجموعه‌های ۳۱ ۷ )۸ و ([۵ :۳ » ۱ ) حدل داده شده است , با استفاده از 
نمودار درختی حاصل‌ضر پهای 8ب( ۸ ۰ ۸(ظ ۰ ۸۸ و 8 8 را بنویسید . 

م- يك سک ۵ ریالی و بك تاس را می‌ريزيم . حالات مختلفی را که ممکن است 
سکه و تاس به زمین بنشیند بنویسید . 

4 اگر (۴ ۰۲۰۳۰ ۸-۱ و (م) ظ . حاصلضربهای د کارتی جر < چ و ۸۵ < ظ 


را به دست آورید , 


و ابطه 


درآغاز نصل مثالی داشتيم که شخصی می‌خواهد از شهر ۸ و از طربق 8 به شهر 6 
مسافرت کند . همچنین گفتیم که از ۵ به 8 دو راه و از 8ظ به 2) سه راه موجود.می باشد : 


۱ 


دیدید که مجموعه مسیرهای مختلنی که اين شخص برای رفتن از ۵ به ن (از طریق ظ) 
در اختیار دارد عبارت است از : 
6/۵3 ۰۵۱۵( 6۰) ۰۵۰۵۰۵۰6۵۰( 2) )< ۲( ظ 
بعضی اوقات به همه این مسیرها نیاز نداریم . به عبارت دیگر ؛ همه عضوهای ۳ < "۲ 
مورد احتماج نیست بلکه با زوجهایی از ۴ »8۱ کار داریم که هرکدام احیاناً دد شرط خاصی 
مدش کند . مثلا در مورد مثال فوق » فرض کنید طول جاده‌های 5 و 6 به ترتیب برابر ۲۰ و 
»۳ کیلومتر و طول راههای ظ 0۰ و 6 به ترتیب ۵۰ » ۴۰ و 2۰ کیلومتر باشد . 


هر گاه شخصی با ماشین خود مسافرت کند و فقط برای پیمودن ۷۵ کیلومتر راه بنژین 
داشعه باشد می‌خو اهیم ببينيم این شخص برای رسیدن از ۸۵ به ب) چه مسیرهایی را می‌تواند 
انتخاب کند تا با کمبود بنزین مواجه نشود . در اینجا فرض می‌شود جاده‌ها باطولشان مشخص 
شده باشند ؛ در این صورت با توجه به قراردادهای قبلی خواهیم داشت ؛ 
۱ هر » هو ء ۰ )<< , ( ۰ ۲۰٩‏ ) -- نا 
اگر این شخش بنزین کانی می‌داشت » همان طورکه دیدید می‌تواست هرزوج از حاصل 
جرب زیر را برای مسیر خود انتتخاب کند ۰ 
([ (۰)۳۰۲۶۰ (۳۰۰۵۰) ۰ (۰)۳۰۰۴۰ (۷۰/۶۰) ۰ (۲۰۵۵۰) ۰ (۲۰۵۴۰) ۳-6 هه 
دراين حاصل‌ضرب زو ج مرتب (۴۰ ۰ ۲۰) نشان می‌دهد که‌مسافر ابتدا جاده کیلومتری 
سپس جادهه ۴ کیلومتری را می‌پیماید, همچنین این زوج مرتب مشخص می‌سازدکه طول این 
مسیر پرابر ۰ ۳ ۲۰ می‌باشد. بنابراین عضوهایی از حاصل‌ضرب د کارتی فسوق‌که برای این 
مسافر مناسب خواهد بود زوجهای مرتبی است‌که درهر کدام ازآنها مجموع دوعضو (مولنه) 
از۵ ۷ کیلومتر بزد گتر نمی باشد (تابزر گتر)۱ با توجه بة مطلب فوق دیده می‌شود که فقط سه زو ج 
"ازمجموغه ۰۲ :یعنی: 
(۴۰ ۰ ۳۰) ۰( ۵۰ ۴۰(۰)۷۲۰۰ ۰ ۲۰) 
در شرط فوق صدق می‌کند مجموعٌ اين سه زوج مرتب » یعنی ۰ 
[ ۴۰۱ ۰ ۰۳۰( ۲۰۰۵۰ ۲۰»۴۰(۰) ؟ 
که زیرحجموعهای از ۲ کر می باشد به نام يك دابطه از نا در ۳ خوانده شده آن دا با ٩‏ 
نشان مي‌دهيم : 
[(۴۰(۰)۲۰۰۵۰(۰)۳۰۰۴۰ ۲۰۰ )8-1 
فرض کنید شخص دیگری نیز بخواهد باماشین خود از شهر ۸ به 6 مسافرت‌کند و تنها 
برآیپیمودن ۵ کیلومترراه بنزین‌داشته باشد . می‌خواهیم بينيم این شخص‌چه مسیرهایی می‌تواند 
انتخاب کندتا بدون کمبودبنزین به متصدبرسد. روشن است که هر عضو ازحاصل‌ضرب۳ >< و] که به 
عنو ان مسیر انتخاب شودباید مجموع عضوهای (مژلنه‌های) آن ازع کیلومتر کمتر یا حداکثر 
مساوی آن باشد ۲ بااین ترتیب مسیرهایی که با زوجهای زبر مشخص می‌شوند برای مسافر 
دوم مناسب می‌باشد : ۱ 
‌‌۹ة۹ة‌‌‌۹٩۹٩,٩۹ِ(‌ح‌ ‏ حصپصپصپصپصسصسصپصسصسصسصصصصصصر 0 
۱ ۱- هر گاء يك مسیر را در حالت کلی به ( ۵01 ) نشان دهیم شرط اعمال شده دراینجا عبارت 
است از 849۷۵ . ۱ 
۲- دراین حالت شرط اعمال شده عبارت اصت از 8+۸۵ . 


۰0۳۰۰۵۰۱ (۳۰۰۴۰) ۰ (۲۰»۶۰) ۰ (۲۰»۵۰) » (۲۶۰۴۰) 
مجموعة ای (وجهای هرقب نیز ۰ زیر مجموعه‌ای از ۲ 6( 13 بوده باژيك دابطه از تزدد7[می باشد . 
[ (۳۰۰۵۰) ۰ (۳۰۰۴۰) ۰ (۰ع»۲۰) ۰ (۷۰»۵۰) » (۲۰۰۴۰) )ع- ق 
در اين مثال فرض‌کنید شخص سومی با موتور از ۸ به ت) مسافرت می‌کند و فقط برای 
پیمودن و کیلومتر راه بنزین دارد آیا اين موتور سوار چه مسیرهایی می‌تواند اتتخاب‌کند 
تا بدون‌کمبود بنزین به مقصد برسد ؟ مجموعا ((۲۰:۴۰)) -- ٩‏ که تنعا يك مسیر مشخصی 
می نماید باز يك «ابطه از 1 دد ۳ است . 
"مثال - مجموعة ۱ و ۰ ۴ ۲ )--۸ را در تظرگرفته حاصل ضرب ۸۸ را تشکیل 
می‌دهیم : ۱ 
[ (و۸ع)۲۰۷(۰)۲۰۴(۰)۷۰(۰)۴۰۷۱(۰)۴۰۴(۰)۴۰۶(۰)۶۰۲(۰)۶۰۴(۰) )۸ بر ۸ 
اکنون زوجهایی مرتب از بم ۸ را انتخاب می‌کنيم که «عضو (مژلند) اول هر کدام 
دو واحد ازعضو (مولفه) دوم‌آن بزرگتر باشدا» » اين زوجها عبارتنداز: 
0 ۱ (۴ ۰ع) ۴۰۲۰ ) 
مجموعٌ این زوجهای مرتب زیرمجموعه‌ای از ۸۸ بوده بك رابطه در ۸ خوانده 
می‌شود ‏ .. 
8٩ < ) )۴۰۲( ۰)۶»۴( ( ۱‏ 
ه رکدام از مجموعه‌های زیر نیز يك رابطه در ۸ است , 
([ (۶۰۲) ۰ (۴۰۴) ۰ (۲»۴) ) < 8۱ 
۱ (۶»ع) » (۲۶) ۰ (۴۰۶) ) < ٩۲‏ 
۱ تعر یف هرگاه دو مجموعذ هر و 8 داده شده باشد هر زیر مجموعهاک از ۲ »د بر به‌نام پك 
رابظله از ۸ دد ط خوانده مي‌شود, پساگو 8 یلك دابطه از ۸ دد 3 باشد ۰ خواهيم داشت ۰ 
۱ ۱ 9-۰8 
در حالت ۸-۲ ۰ ژیرمجموعه‌اي از ۸ ۸ خواهد بوذ : 
۱ 9-2۳۸ 
۱ د< اینجاگفته مي‌شود « دابطهُ 4 در ۸ تعریف شده است ۰+ 
باید توحه داشت که هر رابطه يك مجموعه است , بنابر این تمام مطالبی که در مورد 
مجموعهها گفته شده است دراینجا نیز درست می‌باشد  .‏ 
کس سس یکت سای 
۱- اگر زوج دلخواهی از اين حاصل ضرب را پا ( 6:17 ) نشان دهیم شرط اعمال شدء عبارت 
است از ۳-۲ از 


۱ 


مثال 1-دو مجموعة ( ۱۰۲۷۰۳ )۸ و ۱ 0 )-ظ داده شده است ؛ سه رابطه از 
مجموعة ۸ در 8 را بئویسید , ۱ 
حل : اپتدا حاصل‌ضرب دکارتی 9 4< ۸ را تشکیل می‌دهیم : 
[ (۳۰۹) ۰ (۲۰۹) ۰ (۱۰۵) ۰ (۳۰۵) ۰ (۲۰۳) ۰ (۱۰۳) )-<ظ هر ۸ 
طبق تعریف فوق » هر زیر مجموعه‌ای از این حاصل‌ضرب بك رابطه از ۸۵ در 7 خواهد 
بود . در زیر سه رابطه نوشته شده است ۰ 
٩, 4 )۱۰۳( ۰ )۲۸۵( ۰ )۱۰9( ۰ )۳۰۹( [‏ 
۱ ([ (۳۸۹) )9 
( (۳۰۵) ۰ (۳۰۳) ۰ (۲۰۹) ۰ (۲۰۳) ۲« 
آیا می‌توانید سه رابطة دیکر برای این مثال بنویسید ؟ آبا می‌توانید مجموعهٌ مرجم 
رابطه‌های فوق را بیان‌کنید ٩‏ 
مثال ۲- مجوعه‌های زیر داده شده است ۰ ۱ 
۱ [ سیروس » بهرام » احمد ) ۸ 
( ابراهیم » داریوش  )‏ 3] 
وداریم که : ۱ 
« سیروس فرزند ابراهیم است » ؛ « بهرام فززند ابراهيم است » ؛ احمد فرزندداریوش 


هر گاه حروف 8 ۰ ۳ ۰ ۰ ۰ 4 و ه را به ترتیب برای اسامی احمد » بهر ام » سیروس 
و داریوش و ابراهیم به کار ببریم خواهیم داشت : 
([ ۵ »4 )حع 9‏ ۵/۰6 )ح-ظ 
هر گاه رابطه‌ای راکه شرط فرزند بودن در مجموعه انسانها به وجود می‌آورد با 
نشان دهیم» خواهيم داشت ۰ ۱ 


٩) )۵۵( ۰۷0۰6۵ ۰ )6۰6(‏ 
اگر بو يك رابطه از ۵ در و بوده « 6(ج و و)» می‌نویسیم 8و۱ و گوییم و و د 


به وسیلٌ رابطةُ 8 با هم مربوطند. اگر #۹ (0 و ع) ۰ می‌نویسیم 6و . 
مثلا در مثال فوق داریم ۰ 


03 و 039 و 93 


1- دد این قرادداد 8و و 998 با هم فرق دادد . 


۱ 


مثال ۳- اگر (۴ ۰۳۰ ۲ ۰ ۱)< ۵ پس مجموعه: 
[ ۲+ع«حعل و ۰۲2۸ 2۸ | ( ۷ ۲۰) )8 
يك رابطه در ۸۵ است . (چرا؟) 
مثال ۴- مجموعة زیر يك رابطه درمجموعه اعداد حقیقی است. (چرا ؟)  .‏ 
( را ۷ و ۷ ۰ ۲2۶ | ( ۲۰۷ ) )< 9 
مثال ۵- روابط ٩,‏ و ٩,‏ در مجموعة [ ٩‏ ۰۶۰ ۳) .۸ به ترتیب به صورتهای 
زیر تعر یف شده است ؛ ۱ ۱ 
الف - [ وج و ۷2۵۸ ۰ ۲2۸ | (۰۲*)) ,9 
ب ( »7 و ۵ع۷ , ۶2۸ | ( ۲۰۷) ] << 
مريك ازاین رابطه‌ها را به‌صورت مجموعه‌ای اززوجهای مرتب بنویسید : 
حل ۰ ابندا حاصل ضرب ۸۱۸ را تشکیل می‌دهيم : 
( (۰)۹۰۳(۰)۹/۶(۰)۹۰۹(»ع) ۰( ع)» (۰)۳۰۵(۰)۳/۹(۰)۵۰۳ (۳۳) ده اه 
الف - زوجهایی ازاين حاصل ضرب را انتخاب می‌کنيم که درهرزوج عضو اول بزرکتر 
از عضو دوم باشد : 
(۶ ۰ )۰۳۱۰ ۰۳(۰)۹ و ) 
پس : [(۶ ۰ ۰۳(۰)۹۰۳(۰ع) )ع ٩‏ 
ب - زوجهایی از ۵ ۸۱ را می‌نويسیم که درآنها عضو اول برابر عضو دوم باشد : 
( ۹۰ ۰۶(۰) ۳۰۳(۰) 
پس : 
٩2 )۳۰۳(۰ )9: (۰۹۰ (‏ (۲) 


دامنه 9 برد یك رابطه ۱ 

تعریف - مجموعه‌ای که‌از »لفه‌های اول زوجهای‌يك رابطه تشکیل می‌شود » دامنه‌آن 
رابطه نامیده می‌شود. همچنین‌مجموعه‌ای که ازملفه‌های دوم‌زوجهای‌يك رابطه تشکیل‌می‌شود» 
برد آن رابطه نامیده می‌شود . به‌عیارت دیگر اگر 9 یك رابطه از ۵ در 1۲ باشد ء» مجموعه 
66( د »6 | معیر) دامنه 8 و مجموعة (7(>3 و ع) | 7615) برد 9 نامیده می‌شوند . 
پاگاهی دامته يك‌رابطه را بان وبرد آن‌را با ۵ نشان می‌دهيم. باکمی دقت ملاحظه خواهید 
کردکه در مثال ۵ ۰ ۱ 

(ء » ۳] برد ٩,‏ و ٩(‏ » ع) عدامنه 7 
٩(‏ » ع » ۳)ع برد ,9 و ( ۰ ع۰ ۳) ع دامنه ٩,‏ 


1۲ 


اگر و < مد , آن‌گاه دامنه و پرد # به ترتیب برابر با مجموعه‌های ۸ و ۲ 


خو اهند بود . 


نمودار يك رابطه 

الف _ نمودار پیکانی - رابطه ٩‏ به صورت زیر تعریف شده است . 

[ (شر بت»فرید)» (شیر »فرید) » (شر بت»فرهاد)» (شیر »رضا)» (چای» رضا) )ع< 
اگرزوج مرتب‌دلخواهی آزاین‌رابطه را با (بو « «) نشان‌دهيم» دراین صورت می‌توان نوشت: 

 « ۱‏ آشامیدنی مورد علاقة 2 است » 
طبق آنچه دربالا دیدید دامنه وبرد 4 برابر است با 
؛ [ فرید » فرهاد » رضا --(] 
([ شربت » شیر » چای )ع< ۵ 

هر گاه‌از نمودارون‌برای نمایش 1 و ۵ استفاده 
کرده‌عضوهای (] رادريك منحنی بسته‌وعضوهای خ 
رادرمنحتی بسته دیگر بنویسیم . سپس اسم‌هر نفر را 
با پیکانی به اسم آشامیدنی مورد علاقه‌اش وصل 
کنیم شکل رو به رو به‌دست می‌آیدکه به‌نام نموداد 
پیکانی ٩‏ خوانده می‌شود . 

اگررابطةُ 9 از مجموعه ۸ در ظ نعریف شده 
باشد » معمولا به جای 1 و ۵ از ۸ و 3 استناده 
می‌کنیم که دراین صورت لازم نیست از هرعضو ۸ 
پیکانی خارج ویا به هرخضوی از ظ پیکانی وارد 
شود . مانند شکل روبه‌رو : 

مثال ۱ - رابطة 3 در مجموعه ( ۴ ۰ ۰۳ ۲ )۸ به صورت زیر تعریف شده 


است * 
« بر ۲ بخش‌پذیر است » و ۷۲۸ ۰ 52۸ | ( ۷ ۰ <) 1 )3 
دامنه و برد 0 را تعیین کرده نموداز پیکانی آن را رسم کنید 
حل : حاصل ضرب د کارتی ۸ < ۸ را تشکیل می‌دهیم : 
( (۰)۳۰۴(۰)۴۰۲(۰)۴۰۳(۰)۴۰۴ (۰)۳۰۷(۰)۳۰۳ (۰)۲۰۴ (۲۲(۰)۲۰۳) )۸ ۸ 


ول 


حال زیرمجموعه‌ای از ۸۸ می‌نویسیم 

که درآن عضواول هر زوج مرتب برعضو دوم‌آن 
پخش‌پذیر باشد . 
٩] ) ۲۲(۰6۳۰۳( ۰ )۴۰۲( ۰ ) ۴۰۴ ((‏ 
دراین‌صورت دامنه و برد آن عبارتند از ۰ 
(۴ » ۰۳ ۲) ع< برد 9 ؛ (۴ ۰ ۰۳ ۲ دامنة 8 
تمودار 8 در روبه رو رسم شده است ۰ 

مثال ۲ - رابطة 8 ازمجموعة 6ا در طبق 
نمودار روبه‌رو تعریف شده است» اینرابطه را با 
زوجهای‌مر نب نشان دهید . 

حل : در اینجا رابطه 9 از زوجهای مرتبی 
تشکیل می‌شود که در نمودار آن از عضو اول 
غررو ج اقلا يك پیکان خارج شده وبه عضو دوم 
آن زوج ختم می‌شود . بنا براین رابطة مزبور 


عبارت است از . 


<< 1) )۵۰۱( ۰) ۰۱( ۰» )0۰۲( ۰ )6۰۳( [ 


ب ‏ نمودار ‏ دکارتی - روش دیگر برای نمایش رابطة : 

| (شربت» فرید) » (شیر» فرید ) » (شربت, فرهاد) » (شیر» رضا) » (چای » رضا) | 

استفاده از نمودار دکارتی یا نمودار مختصاتی است . بدین ترتیب که دو خط متقاطم را 
در صفحه رسم کرده ( شکل زیر ) روی یکی در فواصل معین عضوهای دامنه : 


۴ 


( فرید » فرهاد » رضا ) 
وروی دیگری به فواصل معین عضوهای برد ۰ 

( شربت » شیر » چای ] 
را نقل می‌کنند ؛ سپس از نقاط مشخص شده خطوطی موازی با دوخط اصلی رسم کرده 
نقطه‌مای تلاقی اين خطهارا نقاط نظیر زوجهای رابطه می‌گیرند . مثلا نقطةُ نظیر زوج 
۱ شیر» رضا ) در محل تلاقی دو خطی قرار گرفته که ازنقاط رضا و شیرموازی‌با دوخط اصلی 
رسم شده است. به‌همینترتیب‌سایرنقاط متناظر با زوجهای ٩‏ به‌دست می‌آید (شکل زیر). 


عضوهای برد 


این شکل را دستگاه مختصات نامیده نقطة نظیر زوج (شیر» رضا) را در صفحهُ نموداراین 
زوج ومجموعذ اين نقاطرا نمودار مختصاتی یا نمودار د کارتی رابطه ٩‏ می‌خو انند . 

ارنمودار مختصاتی بیشتر برای‌نمایش رابطه‌هایی که عضو های‌آنها زوجهای مرتب ازاعداد 
حقیقی باشند استفاده می‌شود. به‌عبارت دیگر» درنمودار مختصاتی درصفحه‌یک‌تناظر يك به‌يك 
بین نقاط صفحه و زوجهای مرتب از اعدادحقیقی وجود دارد. اگر یکی ازدوخط اصلی را به 
طور افقی ودیگری را عمود برآن در صفحه رسم کنيم شکل حاصل را دستگاه مختصات قائم 
می‌نامیم . در دستگاه مختصات قائم » محل تلاقی دوخط اصلی را نظیر زوج (۰ » ») گرفته 
آن را با حرف 02 مشخص مي‌کنند » سپس زوی خط افتی که به نام محور ها یامحور 
طو لها خو انده می‌شود » و در سمت راست 1 با انتخاب واحد مناسب اعداد مثبت و درسمت 
چپ 0 » اعداد منفی دامنه را نقل می‌کنند. به‌همین‌ترتیب روی خط قائم که به‌نام محور ل ها 
يا محور عرضها نامیده می‌شود » درطرف بالای 0 اعداد مثبت ودرطرف پایین ۵ اعداد منفی 
برد را نقل‌می‌کنند. آن‌گاه نمودار نظیر هرزوج را مطابق آنچه که گفته شد به‌دست می‌آورند, 
به مثالهای زیر توجه کنید : 

مثال ۱ رابطه زیر درمجموعه اعداد درست تعریفی شده است . 

زرم (وتم)   )۲(‏ (۱۱) عم (هاس) ۰ (۲۷۰-) )ع تو 
۱۵ 


مطلوب است تعیین دامنه وبرد ورسم نمودار مختصاتی آن : 
حل : اپتدا دامنه و برد 37 را طبقآنچه که گنته شد می‌نویسیم : 


۷ ست ) تست 4 ۱ 1 حه یرد له ِ ً ۴ ۵ ) ٩‏ ست 6 ۲ ست اب دامن 9 
آن‌گاء نمودار مختصاتی و را مطابقآنچه که دربالا توضیح داده شد رسم می‌کنیم (شکل زیر) 


برد 


۱ ---4 )۱:۱( 


(۲.۰) ! (ه» ۵) (وء ۱-) (ی. ۲-) 


رها 


محور ها 


مثال ۳ « رابطه : (۱< ی +یر (ي » 2)) ٩‏ در مجموعة اعداد درست تعریف 
شده است  ,‏ ث_ِ 
مطلوب است تعیین دامنه وبرد ورسم نمودار مختصانی ٩‏ . 
حل : طبق آنچه گفته‌شده‌است داریم : ,2 ,۹022 ؛ حال زوجهایی از2 26 را انتخاب 
مي‌کنیم که مجموع عضوهای‌آن برابر يك باشد : 
[ .۰۷۰۱۰/۳۲۲( ۱۱) ۵۱ ۱۱(۰-)۲۰۱۳(۰ )۰ (۳۱۴ ست)ا(۵ ۴4 )نع 9 
دامنه و حوزه این رابطه برابر است با : ۱ 
نواعت دامثه ٩‏ 
زا وس ۰۱ ۴۱۳۰۲ ۵ .اعد برد 8 
هر گاه نمودارمختصاتی تمام زوجهای 9 را درصفحه رسم کنیم »نتطه‌هابی به تعدادنامتناهی 
به‌دست می‌آید که‌همُ آنها بريك خط راست‌واقعند. قسمتی ازاین نمودار درشکل رسم شده‌است , 
۱۶۶ 


دس 0 


ست حت ست ست مت چبت ند تب سس ما ۳ایت 


اگررابطة ( و 7 5 | (۲ ۰ < ) )عه 9 در مجموع اعداد حقیقی تعریف شده بود 
دراین صورت نمودار این رابطه يك خط راست پیوستة نامحدود به صورت زیر می‌بود : 


رابطة وارون ( معکوس ) 9 ۸۵ 
رابطة ٩‏ از مجموعةٌ ( ۱۲۳ ع- ۸ در مجموعة 
(9 »۰ ۵ )۳ به صورت زیرتعریف شده است ؛ 


([(۱۰5(۰)۲۰۲(۰)۳۰۵(۰)۱۰۵)) 9 ک 
هر گاه عضوهای هر کدام از زوجهای مرتب متعاق ۷ | 
به ‏ را جابه جا کنیم رابطةٌ جدیدی به صورت زیر 
په دست می آید که از 9 در م مي‌باشد : 


([ (۰۱ظ) ۶ (۳ 6۰ ۰ (۲ ۰ )۲ (2۰۱) ) 8 ۸ 
رابطة حدید را وارون رابطهُ 7 خوانده آن را با . 
۱ نمایش می‌دهیم : ۱ 
۰۱۶ ) ۰ (8۰۳) ۰۷(۰ظ) : ۱ ۲ 
تعر یف - هرگاه ٩‏ دا بطلهاگ تایبا سا ۳ 
وارون ۱ با 37۱ نشان داده و بصوزت زیسر تعریضب ۳۳ 
([ 8 (۵:۲) | (۲۵) 9-4 
با توجه به مطالب فوق می‌توان گنت که هرگاه ٩-۱‏ وارون ٩‏ باشد داریم : 
دامنة۱- ع پرده و بردا-9 ع دامن ٩‏ 


تمرین 


٩ب‏ دو مجموعة ( ۱۰۲۰۳۰۴ ع< 2 و ( ۱۳۰۵ ) -د لا داده لها ات : ۰ حاصل 
ضرب د کارتسی ۷۴ < ز را بنویسید . ب تاک ی ای توت ین از ر در 7 را 
به صورت زوجهای مرتپ نشان دهید , 

۷ رابطه : ۴۱ عد و + »زر ۱ (مز ؛ ) ! در مجموعه اعسداد درست تعریف شده است . 

الف: این رابطه را 9 مجموعه‌ای از زوجهای مرتب بنویسید. ب. دامنه و برد 
آنرا بنویسید . ۱ 

۳ رابطة ٩‏ در مجموعه (6۰:0 ۵۰9۰ )۸ به صورت زیر تعریف شده 
است ۰ ۱ 

[ 9 ۰ (۵ 6۰۵۰4۰( ۱ظ) م(ط ۰ دا (ه 0()۵:ع) )و 

۱۸ 


الف . تحقیق کنید کدام يك ازگزاره‌های زیر درست است : 
٩۵‏ ۰ ۵ نها » ۵6 » ۳ , 09 


ب هرگاه داشته باشیم : (2() | ۸ع) دج » مجموعة 5 را مشخص 


تمانید , 
۳ رابطةٌ 9 با نمودار زیر تعریف شده است : 


4 


این رابطه را به صورت مجموعه‌ای اززوجهای مرنب بنویسید , 
۵- رابطه ٍ ۳ات ۲-۷۲ | ( ۲ » ) 1 در مجموعهُ ۱ ۳۰-۲۷۸۱۰۲۰۳ | ۸ 
تعسر یف شده است ۳ : ۱ 

الف: این رابطه را به‌صورت مجموعه‌ای از زوجهای مرتب بنویسید. ب: دامنه و برد 
این رابطه را مشخس کنيد. ج؛ نمودار مختصاتی آن را رسم کنید . 

رابطه ٩(‏ > ام + از | (02:)) ع< ٩‏ » در مجموعه اعداد درست تعریف شده است . 
نمودار مختصاتی آن را زسم کنید . 

ی رابطهٌ 9 در مجموعه ( ۱۰۲۰۳۰۴۰۵ )عد 1 طبق نمودار زیر تعریف شده است : 


این رابطه رابه‌مورت مجموعه‌ای از زو جهای‌مر نپ بنویسید. 
۱۹ 


پ- رابطه ٩‏ طبق نمودار زیر تعریف شده است ۰ 


مجبوعه 1 مجموع ظ 


این رابطه را به صورت مجموعه‌ای از زوجهای مرتب بنویسید . 
بمب هريك از رابطه‌های زیر » از مجموعه ۰۳ ۲۱۰۲ - 2 در مجموعه 
۱۰۲۰۳۸۴ < ۷ تعریف شده است . این رابطه‌ها را به صورت مجموعه‌ای اززو‌جهای مر تب 
نشان دهید , 
[ ۷۶۴ | (۷) )۷۲۴۱۲۱ +۲ | (۳۷) )۹ ۲( 9 |( او 
( ۷ | (۷) الا( ۱ | () ۲0 | ( ود ابو 


۳ رابطة ( ۲ ع< ۷ | ( 01 ) 1ج 9 در مجموعذ اعداد طبیعی تعر یف شده ست۱ 9 


خواص بضی از رابطه‌ها 
دابطة توازی را درمجموعةُ خطوط درنظر بگبرید, هرگاه ,10 ؛ 07 و م"] سه‌خط دلخواه 
باشند » طبق آنچه در هندسه خوانده‌اید . 
ط نت موازی است . 
1 || بل 
ب - اگر خط ,0 موازی ,0 باشد : آن‌گاه 0 ِ 
۲ 


خط ب(1 نیزموازی ,(] خواهد بود وبالعکس . 
۰ || ,10 جه ,2 || 1 
ج- اکرخط «(1 موازی »(] و خط ,0 موازی 
0 باشد ,آن‌گاه خط 0۰ مواژی ,(0] است . 
0۱/0 ح (۵:۳:/۸۵:۱0۴) 
«ابطهٌ تساوی را در مجموعه اعداد درنظر بگیرید . هر گاه ۵ » 0 و 6 سه عدد دلخواه 
باشند » طبق آنچه که درحساب خوانده‌اید ۰ 


۱ 
ن 0 


الف - هرعدد پاخودش برابر است ۰ 8-8 
ب - اگر عدد ۵ بر ابر ط باشد » آن‌گاه عدد ط نیز برابر 8۵ است وبالعکس . 
( دا ) جه( اه ) 
ج - اگرعدد ۵ مساوی 9 وعدد ‏ مساوی 6 باشد » آن‌گاه عدد ع با 6 مساوی خو اهدبود. 
( 92-0 ) جد ( 9-0 ۸ 8 ) 
«ابط؛ تشابه را در مجموعهُ شکلهای هندسی در نظر بگیرید . اين رابطه نیز دارای سه 
خاصیت الف ؛ ب و ج مشرو ح دربالاست . آیا رابطة دیگری را می‌شناسید که دارای این سه 
خابیت باشد؟ در اینجا ما ابتدا سه خاصیت الف » ب و ج رابطه‌ها را با دقت مورد مطالعه 
قرارداده سپس از رابطه‌هایی که دارای این سه خاصیت باهم باشند بحث خواهیم کرد. 
خاصیت الف ‏ دیدید که رابطة توازی در مجموعه خطوط دارای این خاصیت است که 
هر خط با خودش موازی است. به عبارت دیگر» اگر ,۲ يك خط درصنحه باشد» پس . 
9 || 2 
به‌طور کلی هرگاه «ابط؛ ٩‏ دد مجموعة ۸ داداي این خاصیت باشدکه هرعضو ۸ با خودش 
چه وسیلة «ابِط؛ 3 هربوط شود دراپین صودت‌گفنه می شود ٩7‏ ددمجموعة زر داداق خاصیت بازتا بي 
است. این مطلب دا با نمادهای دیاضی به صورت زیر بیان مي‌کنيم ؛ 
۵ با 24 ( 5۰۵) » 8۸ ۷ 
مثال ۱- رابطة: ( (۱۱(۰)۱۳(۰۲۰۲(۰)۲۰۳(۰)۳۰۴(۰)۴۰۴(۰)۵۰۵) )9 
درمجموعُ ( ۱۰۲۰۳۰۴۰۵ )-- ۸ تعریف شده است. آیارابطةُ ٩‏ خاصیت بازتابی‌دارد. 
حل : در اين مثال ۳2۸ ولی #۹ ( ۳ ۰ ۳) » بنابراین طبق آنچه گنته شد ٩‏ دارای 
خاصیت بازتابی نیست اما رابطة ,9 که در مجموع؛ُ ۸ به صورت زیسر تعریف شده 


است . 


[ (۱۰۱۳(۰)۳۰۴(۰)۳۰۳(۰)۴۰۴(۰)۵۰۵) )۳( ات 5 
دار ای خاصیت بارتابی است ۰ 


۳۱ 


مثال ۲ - رابطة « ۶ برای ۲ کار می کند » درمجموعه انسانها تعریف شده است. آیااین 
رابطه دارای خاصیت باژتابی است ؟ 

حل : چون بعضی افراد برای خودشان و بعضی افراد برای دیگران کار مي‌کنند » لذا 
رابطة مزبوردارای خاصیت بازتابی نیست ‏ 

خاصیت ب - یکی دیگر از خواصی که در مورد دو خط موازی ,1۳ و 0 بیان کردیم 
عبارت بود از : 

اگر خط 12 موازی ((1 باشد , آن‌گاه خط 2 نیز موازی است وبالعکس . 

۱ ,۰ | 12ج || 10 

ازنظر نموداری این رابطه را به صورت موازی است با 
رو به رونشان می‌دهیم : 
این خاصیت را خاصیت تقادني رابطة توازی ۳ 


خعد ۱() 
می‌خوانند . موازی است با 
فرض کنید ٩‏ دابطه‌ای دد ۸۵ باشد ۱ و رابطه ٩‏ دادای خاصیت فقادنی است هرگاه 
برای هر ۵ و نا متعلق به ۸ داشته باشیم 
ی وه جسه ۵٩‏ 
رابطة 6 درخانو ادءٌ مجموعه‌ها خاصیت تقارنی ند ارد . زیر ا برای دو مجموعه دلخواه 
پم و 9 از 9 نمی‌توان نتبجه گرفت که 13-۸ و بالعکس » یعنی اين‌که : 


۸ جه ۸3 
همچنین رابطفة > » در محموعة اعداد حقیقی خاصیت تقارنی ندارد , زیر | بر ای دو 
عدد دلخواه ه و ظ داریم : > جله >۵ 


همچنین رابطهٌ « ۶ برادر ۷ است » درمجموعة انسانها دارای خاصیت تقارنی نیست زیر 
از ۲ بر ادر ۷ باشد » ممکن است ۷ خواهر * باشد. ولی همین رابطه درمجموعة مردان دارای 
خاصیت تقارنی است . طبق آنچه راجع به رابط معکوس دیدید می‌توان گفت که «ابطة ‏ 
در مجموعه ۸ دادای خاصیت تقادني است اگر دفقط اگر؛ :۱-۹ 3 

خاصیت ج ‏ خاصیت دیگری که در رابطه توازی دو خط بحث شد عبارت بود از ؛ 

هرگاه خط 10 موازی 0 و خط 10 موازی م0 باشند » آن‌گاه ,10 موازی 10۳ است . 

)0, ۱۱2,۱۸۸, 6۵: |۱0:( < 0,۳ 

در ریاضیات ودرزئدگی روزمره روابط بسیاری‌وجود داردکه دارای‌این خاصیت‌می‌باشند. 

سس سس سس سس سس تست 


۱- تعرهف تساوی دو رابطه مثل تمریف تساوی دو مجموعه است , 


۳ 


مثلا رابطه «ر هم قد ‏ است» درمجموعة انسانها دارای همین‌خاصیت می‌باشد. این‌خاصیت را 
خامیت ترایایی رابطةُ توازی و یا رابطه «یر هم قدی است» خوانده می‌شود . 
فرض‌کنید 7 رابطه مفروضی دد مجموعة ۸۵ باشد» گويبم «ابطة ۶ دادای خاحیت ترایابی 
است هرگاه برای هر 8 ۰ 0 و 6 متعلق به ۵ داشته باشیم ؛ 
8 (6۰6) < (۰(23 ۰ )2۹۸ (2۰۳) ) یا »وه ج (۲26 ۸ 9ه) 
رابطهُ «>» در مجموعه اعدادحقیقی دارای خاصیت‌تر ایایی است. زیرا بر ای هرسه‌عدد 
۵ و 6 طبق آنچه درجیر وحساب خوانده‌اید داریم ۰ 
 )8>(‏ ( > ۲۸ >۵) 
همچنین رابطة «ج» درخانواده مجموعه‌ها دارای خامیت ترایایی است. زیرا برای هر 
سه مجموعه و 5و ن داریم: 
(۸0) ج (20 ۸۲ ۸ ) 
آیا ز ال «ر مقسوم علیه و است» درمجموعة اعدادطبیعی دارای خاصیت تر ایابی‌است. 


رابطة هم ارزی 
دیدید که رابطةٌ توازی درمجموعه بت رد خاصیت بازتابی » تقارنی و ترایایی 
است. این رابطه مثالی ازيك رابطه هم ارزی است . 
تعز یف - دابطة ٩‏ در حجیع؛ ۸ قعریف شده است . گویيم 8 یلك «ابطه ههادزی دد ۸ 
است هرگاه بواق هر ۵ ۰ و 6 متعل به ۸ ۱ 
الفی ٩‏ دارای خاصیت با زناپی باشد. یعنی: 2:9(28) » ۸و۷ 
ب - 1 دارای خاحیت ققادنی باشد . یعنی: 24 (8 , ) هو ( ۱ ۵)؛ 02۸ ۷ 
ج- مب 9 دازراق حاصیت ثرا یا ی باشد. یعنی * 
۰ ) < (0(21 ۰ 29۸۱۳ (۰) ) ۰ ۰06۸ ۵:۲ ۷ 
مثال ۱ - رابطة « » متشابه بز است » در مجموعُ شکلهای هندسی يك رابطهٌ هم‌ارزی 
است , ژیر ا ۰ 
الف- هرشکل با خودش متشابه است (خاصیت بازتابی) 
ب - اگرشکل: متشابه 7 باشد آن گاه‌شکل 7 نیزمتشا به * است‌وبالعکس (خاصیت‌تقارنی) 
- اگرشکل ‏ متشابه 7 و به متشابه 2 باشد » آن‌گاه شکل نیت (خاصیت 
ای ۱ 
مثال ۲ - رابطةٌ و در مجموعٌ ( ۱۰۳۰۵۰۷ )۸ به صورت زیر تعریف شده است و 
ز (۵۵(۰)۷۰۱۷(۰)۳۰۵(۰)۵۰۱۳(۰)۷۰۵(۰)۵۰۷(۰)۳۰۷(۰)۷۰۳) ۱۱(۳۰)۳۰۳(۰)) 5 


۳۳ 


آیا # يك رابطة هم‌ارزی است ؟ 
حل ۰ الف- خاصیت بازتابی: دراین رابطه داریم : 
)۵۰۵(2٩ » )۷۰۷( ۱‏ ۰ ۳۰۳(9) ۰ ۱۰۱(9) 
یعنی هرعضو و با خودش بوسیلهٌ رابطةٌ 8 مربوط است. پس 9 دارای خاصیت بازتابی است. 
ب _ خاصیت تقارنی : ۱ ۱ 
۵۰۷(8) جهع(۷۰۵) ! 23 (۵۰۳) جبه-۳۰۵(>3) 
۱ 9 (۷۰۳) جسه ۹( ۳۰۷) 
پس طبق آنچه کنته شد ٩‏ دارای خاصیت تقارنی است . 
ج خاجیت ترایایی دراین رابطه داریم : 
وب ((۳۰) <- (۵۰۳(2۹) 69/۸ (۳۰۵) ) 
( ۷۰۳ ) چ ( 637 ( ۵۰۳) ۸۸ )۷۰۵(>٩‏ ) 
8( ۳۰۵) چ ( 9( ۷۰۵) ۸ 23( ۳۰۷) ) 
یعتی ٩‏ دارای خاصیت ترایایی است. ٩‏ دارای سه خاصیت, بازتابی» تقارنی و تر ایابی 
بوده لذا يك رابطة هم‌ارزی است . 
آپارابط: « »اهم‌سن ۷ است » یا « :همق نز است » پا  «‏ همنام ۷ است » یاه هم گروه 
خو نیب است» در مجموعة انسانهاء يك رابطة همارزی است. چرا؟ 


دسته‌های هم‌ارزی! 

رابطهُ « هم کلاس بودن » را در مجموعة دانش‌آموزان يك دبیرستان درنظر گرفته آن را 
با 8 نشان می‌دهیم . این رابطه دارای سه خاصیت زیر است : 

اف هردانش‌آموز با خودش هم کلاس است. (خاصیت بازتابی) 

ب - اگر > هم کلاس 7 باشد »آن‌گاه لا نیزهم کلاس ‏ است وبالعکس . (خاصیت‌تقارنی) 

ج- اگرپر هم کلاس7] ویو هم کلاس‌بر باشد» آن گاه هر هم کلاست است. (خاصیت‌ترایایی) 

پس رابطةٌ « هم کلاس‌بودن » يك رابطة هم‌ارزی درمجموع دانش‌آموزان این دبیرستان 
است. اگر رضا یکی از دانش‌آموزان این دببرستان باشد» واضح است‌که مجموعٌدانش‌آموژانی 
از دبیر ستان که با رضا بوسیله رابطة بالا مربوطند, مجموعة تمام دان شآموزانی است که با او 
هم کلدس می‌باشند . در ریاضیات این کلاس را دستة ههادزی رضا نامیده آن را با « [ رضا ] » 
نشان می‌دهند . 


۱- طبقات هم‌ارزی نیز گفته شده است . 


۳۴ 


مجموعٌ تمام دانش آموزانی که با رضا هم کلاس میباشند > [رضا] ۱ 
هريك از دانش‌آموزان دسته هم‌ارزی رضا ( هم کلاسهای او ) به‌نام يك عضو این 
دسته خوانده می‌شود . و رضا يك نماينده دستة هم‌ارزی رضاست , هرگاه حسین یکی از 
هم کلاسهای رضا باشد دراین صورت دسته‌های هم‌ارزی؛ [ رضا ] و [ حسین ] باهم برابرهستند , 
زیرا » هردو دسته مجموعة دانش‌آموزانی را نشان می‌دهند که با رجا و حسین در يك کلاس 
درس می‌خوانند . اگر مجموعه دانش‌آموزان این کلاس را 8 بنامیم خواهيم داشت * 
[ حسین ] لاح [ رضا ] ۱ 
اگر فرزاد دانش‌آموز دیگری از این دبیرستان بوده ومتعلی به دست هم‌ارزی 8 نباشد؛ 
روشن است که هیچ کدام ازهم کلاسهای او نیز متعلق به دستة 1 نخواهدبود. این دانش‌آموزان 
لیز دس هم‌ارزی دیگری درمجموعه دانشآموزان دبیرستان تشکیل می‌دهند . 
مجموعه تمام دانش‌آموزانی که با فرزاد هم کلاس میباشند ‏ [فرزاد] 
طبی توضیحات فوق مجموعه‌های [ رضا ] و [ فرزاد ] جدا ازهم می‌باشند . 
دو دانش‌آموز دیگر این دبیرستان را به نام فرهاد و فرید در نظر گرفته فرض کنید آنها 
هم کلاس نبوده و هیچ کدام با رضا یا فرزاد نیز هم کلاس نباشند » در نتیجه این دو دانش‌آموز 
متعلق ۳ دستهة هم ارزی دیگر خواهند بود؛ 
مجموعه تمام دانشآموزانی که با فرهاد هم کلاس‌میباشند ‏ [فرهاد] 
مجموعه تمام دانش آموزانی که با فرید هم کلاس میباشند -- [فرید] 
هرگاه مجموعة دانش‌آموزان دبیرستان مورد بحث را با ۸ نمایش دهیم؛ رابطهٌ هم‌ارزی 
دهم کلاس بودن » در ۸۵ » این او ی ی 
تقسیم می‌کند به طوری که داریم : 
۱- هیچ کدام از این دسته‌ها تهی مجموعة۸ 


۲ اين‌دسته‌های‌هم ارزی دوبه‌دو 
جدا ازهم می باشند . 
نت۱5 
بر ابر مجموعذ ۸ است . 
واين سه خاصیتی است که سال گذشته 
بر ای‌افر ازمجموعه ۸ گفته شد. بنابر این 
می‌توان گنت ۰ 
هررا بحطه همارزی دز حجمو عة عفروي ۸ این مجیوعه زا به دسته‌هاقی همادزی افراز 


۳۵ 


ی کند . 
۱ ۷ بای 


مجموعه‌ای را که از همه این دسته‌های هم‌ارزی تشکیل شده است با 

می‌دهند درمخال بالا خواهیم داشت : 
[[فرهاد ] ۰ ۰۰۰[ فرزاد ] ء [ فرید ] » [رضا ] ) چ/۸ 

مثال _ همان طور که درحساب و جبر سال قبل دیدید رابطهة 0 << ۵ (با یزان ۳ ) در 
مجموعد اعداد صحیح نسبی 2 يك رابطهة هم‌ارزی است در نتیجه » این رابطه مجموعة 2 را 
به دسته‌های هم‌ارزی زیر افر از می‌کند : 

ژر اس وت مر [ 0 ۲ 

.۱ ۲۰۱۴۷ وا .۰ عد [ ۱ ] 

( ...»۵۱۲ ۲۰ سس وم سس .۰ ) ع< [ ۲ ] 

مجموعه‌ای راکه ازهمه این دسته‌های هم‌ارزی تشکیل شده است با 2 نمایش‌می‌دهند. 


(۷1] ۲۰1۰۲۱1۰ ) س _/ 


رابطة ثر تیب 

رابطهُ « > » را درمجموعة اعداد حقیقی زیاد به کار برده‌اید . این رابطه دارای سه 
خاصیت زیر است : ۱ 

الفب 0 > 0 (خاصیت بازتابی) 

ب ‏ اگر ت۵6 و ۵>ت , آن‌گاه ۵-۷ ( خاصیت ؟ ) 

ج- اگر ط > ۵ و ه > دا » آن‌گاه » > 0 (خاصیت ترایایی) 

رابطهٌ « > » دارای خواص بازتابی و ترایابی بوده ولی به جای خاصیت تقارنی دارای 
خاصیت دیگری است‌که هنوز اسمی برای آن نمی‌دانید . 

رابطةٌ زیرمجموعه بودن « 2 » را در خانوادهٌ مجموعه‌ها درنظر بگیرید » این رابطه 
نیز دارای همان سه خاصیت است. 

الف- ۸ (خاصیت بازتابی) 

ب _ اگر ۸58 و 3۵ , آن‌گاه ۸-8 . (خاصیت ؟ ) 

ج- اگر ظ۸ و 80 » آن‌گاه 0 و. (خاصیت ترایایی) 
رابطا «» هم دارای خواص بازتابی وترایایی بوده ولی‌به چای خاصیت تقارنی‌دارای 
خساصیت دیگری است . رابطه « > » در مجموعه اعداد حفیقی ورابطهُ 2)» در مجموعهها 
مثالهایی از رابطذ ترتیب می‌باشند . 


۳۶ 


رف - فن‌کنم(بطة ود مجموع ‏ تیف ده باشد. ٩‏ يك «ابطة فرئیب در 
ناعبده میشود هرگاه ؛ 
الف - ٩‏ دادای خاصیت بازتاپی باشد . یعنی 
۱ 8( ۰ 2) ۰ ۷۵2۸ 
ب _ داشته باشیم ۹ 
( ۵-9 ) ج ((۵ ۰ ۵ ۸( 2۰) )۰۲۸ ۷۵ 
ج- ٩‏ داداي خاصیت فرايايي باشد؛ 
(٩‏ ۰ ه) جد (6(>8 ۰ ۳ 2۰۲(2۹۸) ) ۰ ۲۰۲۸ و۷ 
خاصیت «ب» خاصیت پاد تقارئی رابطة ٩‏ در ۸ نامیده می‌شود. پس : 
رابطة 9 درمجموعه ۸ دارای خاصیت پاد تقارنی است هر گاه ۰ 
( ۵-0 ) ج (۵(29 ۰ ) ۸ 0(2۹ نگ ) ۰ ۰۳۸ ۵ ۷ 
بنابراپن رابطه ٩‏ درمي‌وع ۸ يك‌رابطهُ ترتیب است هر گاه دارای سه خاصیت بازتابی» 
پاد تقارنی وترایایی باشد . 
مثال - رابطة ٩‏ در مجموعه ( ۱۰۲۰۳ )--۸ به صورت زیر تعریف شده است : 
٩-4)۱»۲( ۰)۱۰۱( ۰)۲۰۷( ۰)۳۰۳((‏ 
آپا 8 بك رابطةٌ ترتیب است ؟ 
حل: الفب هر عضو ۸ با خودش بوسیله رابطة 8 مربوط است پس ٩‏ دارای خساصیت ‏ 
بازتابی است . ۱ 
ب- ٩‏ دارای خاصیت پاد تقارن است. زیر ا» گزارة شرطی زير که ۳ اول آن (سمت 
چپ آن ) ادرست است ؛ درست می باشد ؛ 
2۲ ۱ جد ( 68 (۲۸۱) 69۸ ((۱۰۲) ) 
ج- ٩‏ دارای خاصیت ترابایی است. زیرا» گزار شرطی زیسر که هر دومژلفه‌اش درست 
است درست می‌باشد : 
٩‏ (۱۰۲) ح (وع (۲۰۲) 29/۸ (۱۰۲) ) 
رابط ٩‏ دارای سه خاصیت بازتابی ء پاد تقارن و ترایابی بوده در نتیجه يك رابطه 
ترتیب است . ۱ ۱ 


تمرین 
رابطة : ( ( ۴۰۴ ) ۰( ۰۳۰۱ ( ۲۷۰۲ )۰ (۱۰۳) ۰( ۱۱) ) < ٩‏ در مجموعةٌ 


وش 


(۱۲۰۳۰۴) < ر تعریف شده است. آیا ( دارای خاصیت بازتابی است ؟ 

۲- هريك از رابطه‌های زیر در مجموعةٌ ( ۱:۲:۳ )-<. تعریف شده است.تحقیق کنید 
کدام‌يك از آنها دارای خاصیت بازتابی» تقارنی ویا ترایایی است . 
[ (۱6۲(۰)۲۰۳(۰)۱۰۳) )< 9 ؛ [ (۰)۲۰۳ (۰)۲۰۲ (۱۰۲(۰/۳۰۲) )<< ,۲ 

( (۱۰۲) )م9 ( (۰)۳۰۳ (۰۳۰۲ (۰)۲۰۳ (۱۱(۳۰)۲۰۲) م9 

۱ (۱۰۱(۰/۳۰۷(۰)۷۰۲) )یو ( (۰)۲۰۳ ۰۳۰۲۱ ۰۷۰۷ (۱۱(۰۲۰۱) ما 

۳- هر پك از رابطه‌های‌زیر درمجموعٌ اعداد طبیعی تعریف شده است. تحقوق کنید کدام از 
آنها عاصیت بازتابی یا تقارنی دارد . 

 «‏ کوچکتر پا مساوی ۷ است » ؛ « ۲ مقسوم‌علیه لا است » ؛ «* و ۷ نسبت به هم 
اولند ». 

۳- رابطه‌ای مثل ٩‏ در مجموعه ( ۳ ال - ت] بنویسید که نه خاصیت تقارنی و نه 
خاصیت بازتابی داشته باشد , 

۵ رابطهٌ «عمود بودن» درمجموعةٌ خطوط صفحه دارای کدام‌يك از خسواص بارتابی 
تقارنی یا ترایایی است . 

ی هرگاه رابطه‌های 9 و "2 در يك مجموعه دارای خاصیت نقارنی باشند آیا ۲۱1۲ 
نیز در آن معموعه دارای این خاصیت است ؟ 

۷- هر گاه رابطه‌های ٩‏ و ۳ دريك مجموعه دارای‌خاصیت ترایایی باشند آیا ٩۲۱8‏ با 


۱ ۲ نیزدرآن مجموعه دارای این خاصیت است. 


۸- اگرر ابطه‌هایهو "9 دريك‌مجموعه دارای‌خاصیت بازتا بی‌باشندآبا "۹۱ با ۲۱٩‏ 1 
یز درآن مجموعه دارای این خاصیت است ؟ 

4- مجموعفُ(6 ۰ -- ۸ داده شده‌است رابطه‌ای در بنویسید که :الف - خاصیت 
تفارنی داشته و خاصیت ترایایی نداشته باشد. ب ‏ خاصیت ترایایی داشته و خاصیت‌تتارنی 
نداشته باشد , ج _ فقط خاصیت بازتابی داشته باشد . د خاصیت بازتابی و تقارنی داشته 
ولی خاصیت نرایایی نداشته باشد , 

۰ - رابطه 290 در محموعه اعداد طبیعی به این معنی است که 8و 9 دارای يك 
مقسوم علیه مشترلك غیراز يك می‌باشند. آیا ٩‏ يك رابطة هم‌ارزی است ؟ 

۱- آیا رابطةٌ « هم‌مساحت بودن » درمجموعة چند ضلعیهای داخل صفحه يك رابطة 
هم‌ارزی است ؟ 

۲- هريك از روابط زیر در مجموعة ( ۱۰۲۰۳ -< ۸ تعر یف شده است : 

٩, ) )۱۰۱( ۰ ٩21 0۱۲ ( ۰ ٩4 )۱۰۱( ۰ )۲۰۳۴( ۰ )۳۰۲( [( 


۳۸ 


تحقیق کنید کدام از آنها دارای خاصیت پاد تتارن می‌باشد , 

۳ اگر ‏ و تعریف شده در مجموعة م دارای‌خاصیت پاد تقارن باشند» آیا ٩۱ ٩‏ 
یا ٩۱‏ در ۸۵ نیزدارای این خاصیت می‌باشند ؟ 

- رابطةٌ « 6 بر لا تقسیم پذیر است » در مجموعهُ ( ۱:۲0۳۰۴»۵۰۶ ۸-0 تعریف 
شده است . آیا اين رابطه يك رابطه ترتیب است ؟ 

۵ رابطةٌ ٩‏ در مجموعذ ( ۰۰۱۸۲۰۳ )--۸ به صورت زیر تعریف شده است : 

9) )۰:۰( ۰ (۰۱۰۰ ۱۲۰۷۰ ۰۸۰ )۲۰۰( [ 

آیا 6 يك رابطهُ ترئیب است ؟ 


تابع 


تاپع - فرض‌کنید شما درجة تب يك مریض را در بعضی ازساعات روز اول بهمن‌یك‌سال 
معین اندازه گر فته آن را دريك حدول به صورت زیر پادداشت کرده‌اید ۰ 


۱۶ ۱۳ ۱۲ ۱۰ ۸ | ماعات 
۳۷۸۸ ۳۷/۶ ۳۷۵ ۳۷۸۲ ۳۶۸۵ درجه تب 


( (ر رو ۱۳۷۸۵۰۱۸۱۴۱۳۷۶ ۸۱۲ ۰۱۰۰۳۷۸۲۰ ۰۳۶۸۵ )8-۱ 
روشن است که مریض دريك ساعت معین 

روز دارای دو درحة تب متفاوت نیست به 
عبارت دیگر » هیچ دو زوج مرتب متفاوتی 
از رابطهً 9 دارای مولفه های اول بسرابر 
رابطة ٩,‏ ازمجموعة کشورهادرمجموعة 
پایتختهای آنها به صورت زیر تعریف شده‌است ۰ 


, نیز رابطه‌ای است‌که درآن هیچ دو زوج 
مرتب متفاوتی دارای مژلفههای اول برابر نیستند . زیرا» هیچ کشوری در يك زمال معین 
دارای دوپایتخت نیست : ۱ 
[( آنکارا » ترکیه) » (پاریس» فرانسه)»(لندن » انگلستان) » (تهران » ایران)) < 3 
در ریاضیات به‌طور فر اوان باروابطی ازاین قبیل‌که درآنها هیچ دو زوج متفاوتی دارای 


۳۹ 


عضوهای اول برابر نیستند برمی‌خوريم. این نوع روابط درریاضیات وسایر علوم اهمیت‌خاص 
داشته به آنها تابح می‌گویيم . 

بثكك داجطه که دد یه هیچ دو زوج عرئب ملفاوفی دادای مولفه‌های اول مساوی نبا شند یلك 
قابع نامیده می‌شود ۰ به عبادت دیگر: يلك دابطه‌که دز آن به‌هرعضو دامنه » عضو منحهر به‌فردی 
از برد نت داده می‌شود یلك قاپع است. 

مثال ٩‏ - رابط؟ طبق نمودار روبه‌رو 
تعرپف شده است آبا ٩‏ يك تابع است ؟ 

حل : رابطهٌ فوق‌را به صورت‌زوجهای 
مرتب می‌نویسیم : 
٩) )۱»۳۴( ۰ )۲۰۴( ۰ )۳۰۵( ۰ )۳۰۱( [‏ 

در اين رابطه چون دو زوج مرتب (۱ ۰ ۳) و (ه » ۳) دارای مسولفه‌های اول برابر 
می‌باشند ( در نمودار از عضو ۳ دو پیکان خارج شده است. ) لذا 8 يك‌تابم ثیست . 

مثال ۲ - رابطةته طبیق‌نمودار روبه‌رو 
تعریف شده است . آيا ت5 يك تابم‌است ؟ 

حل : رابطة و را به صورت زوجهای 
مرتب مي‌نویسیم . 
((۲(۰)۵۰۱۳ ۷۴۰۸۵۰ ۱(۰)۰۱(۰)6۰ع) )ع و 

دراینجا هیچ دوزوح مرتبی‌دارای‌مژلنه‌های 

اول‌مساوی نیستند . ( درنموداراز هرعضو ۸ 
فقط يك‌پیکان خارج شده است. ) نذا و يك تابم است. در # زوجهای (۱ ۵)» (۱»ظ) دارای 
مولفه‌های دوم مساوی هستند با وجود این 9 يك تابع است. چعنی دز پك ثابع عمکن است 
ژوجهای مرثبی وجود داشته باشندکه داداي مولفه‌های دوم مساوی باشند .۱ نظرنموداد پیکانی» 
تابع دابطه‌ای است‌که از هرعضو دامنة آی يك و تنیا يك پیکاین خادج شده باشد . 

مثال ۳ - مطلوب است رسم نمودار مختصاتی رابطةٌ زیر وبیان‌آن که آپا این رابطه يك 
تابع است پائه ؟ ۱ 


٩) )-۲:۰( » )۱:--۱( ۰ )۱۰۳( [‏ 
حل ۰ هر گاه نقاط نظیر زوجهای این رابطه را روی مفحه مختصات تعیین کنیم» شکل 
زیر به دست می‌آید : ۱ 
دراینجا زرجهای مرتب (۱-»۱) و (۱۰۳) دارای مژلنه‌های اول بر ابر هستند. نذا 
يك تابع نیست . همچنین در شکل می‌بینيد که نمودار این دو زوج مرتب روی خطی موازی 
۳۰ 


با محور بوها قرار گرفته‌اند . 


محر ها 
مثال ۴ - مطلوب است سم نمودار مختصاتی رابطة زیر وبیان‌آن‌که‌آیا اين رابطه يك 
تابع است با نه ۹ 


( (۰)۳۰۲ (۲۰۳) ۰ (۱۰۱) ۰ (۲۰۰--) ) و 
حل: نمودار این رابطه در زیر زرسم شده است. در این رابطه‌هیچ دوزوج مرتبی‌دارای 


(۳: وا ت۳۳ ۳ 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۳ 


محور ها 


۳۱ 


عضوهای اول‌برابر نیستند. به عبارت دیگر» هیچ دونقطه‌از نمودار اين رابطه روی يك خط 
موازی بامحور لها قرار نگرفته است , لذا 37 يك تابع می‌باشد , 

۱( نظر نمودار مختصانی ۰ قاسج بطه‌ای است‌که هپچ دونقطهاق از نموداا آد؛ «وق يك 
خحط موازی محود آزها قرار نگرفته باشد . 


دامنه و برد یك تابع 
تعریف - فرض کنيم تابعی از ۸۵ در ۴ باشد . مجموعد 
(۲:۲(>۶) | ۵ 
« داعنه» تابع ۶ نامیده شده و با ,0 نشان داده میشود. همچئین مجموعه 
( > (ودد) | > ) 
« برد » تابع ۶ نامیده شده و با ,۲ نشان داده میشود . 
بالاخره مجموعه ‏ » « هم داعنه» (ویاحوزه) تابع 2 نامیده میشود . 
اگر ۶ تابعی از در ظ بوده و ۵ عم( » گوئیم ۶ تابعی (اي ۵ د< ۴ است . 
مر گاه دامنه و هم دامنه تابع 2 مجموعه ۵ باشد» در اینصورت گفته میشودکه تابع 97 
در ۸ تعر یف شده است . 
مثال ۱-تابع وازمجموع۱۰۲۰۳(1) ۸ 8 ۵ 
درمجموعة ( ۱۰۲۰۳۰۳۰۵۰۶ )1 بانمودار 
زو به رو تعریف شده است ۰ مد ۱ 
در اینجا ۸ و ظ] به ترتیب دامنه و 
حوزهُ 9 بوده همان‌طور که‌در نمودار آن‌می بینید 
ازهر عضو ۸ يك پیکال خارج شده است در 
صورتی که به هرعضو 8 پیکان منتهی نشده است. همچنین برد ۶ مجموعه (عو۳و۲) میباشد. 
مثال ۲ - نقطهُ ثابت ۵) را در صفحه درنظر گرفته به هر نقطهٌ ظ از اين صفحه نقطٌ ۳ را 
به صورت زیر نسبت می‌دهيم ۰ 
نقطهُ "۲ ازدوران ۳ حول نقطف 
در خلاف جهت حرکت عقریهٌ ساعت ۹ ۱ 
و به اندازهُ "۰ به دست می‌آید ۰ 
بدین تر تیب يك‌تا بم به دست می آید 
که دامنه وحوره آن مجموعه همه تقاط 


یه 


صفحةه است , 


۳۲ 


یادآودری - از اين پس برای نامگذاری تاب از مرفهای 1 »8 » ۳ » . . . استفاده 


می‌کنیم . 


قانون و نمایش تابع 

تابع ۶ از مجموع ۸ در مجموعة 3 طبق نمودار زیر تعریف شده است : 

در این نمودار عضو ۲ از دامنه بايك 
پیکان به عضو ازحوزه مربوط شده‌است . در 
اینجا گفته می‌شود تابم ۶ عضو۲ را روی ۶ 
تصویر کرده است . این مطلب‌را! به یکی‌از دو 
صورت زیر نمایش می‌دهنه : 


9 
ع چسسسب ۲۳ 


و چسس ۲۳‏ ] 


شده است . 


1 
تست |۷۳ 


۴۳۳ ۲ 


۵ سس ۵ 


نو چسس ۷۳ ۱ ۱ 
هرگاه ‏ عضو دلخواهی ازدامنه باشد به‌جای نوشتن هم تصاویر فوق می‌توان‌نوشت: 


52 مه 
در اینجا (۱) را قانون تابع خوانده آن را به صورتهای زیر نیز نمایش می‌دهند : 
ست ()؟ 
عد ۷ 
۳ ()؟ عد از 
از آنچه گنته شد نتیجه می‌شود که هرتابع روی ۸۵ در 8 از سه قسمت زیر تشکیل شده 
است * 
الف - مجموعه‌ای ۸۸ که به‌نام داهن قابع خوانده مي‌شود . 
ب - مجیوعه‌ای 3 که به‌نام حوز تابع خوانده مي‌شود . 


۳۳ 


ج - قانونی که به هرعضو ۸ يك و تلا يك عضو از 8 ۱ نسبت می‌دهد . این قانون 
حعمولا به صورت بثك پا چند حعادثه گر نیا بیان عي‌شود . 
تابع ؟ را که بدین ترتیب بیان شده است به شکل زیر نمایش می‌دهند ۰ 


وجم ۶۰ و 3 وس 
(جز) ۶ ۳و (*) 1 < ۷ 
ومی‌خوانند «تابع م روی مجموعه در ۲ به‌صورت (یر) ۶ < بو تعریف شده‌است .» درحالت 
۸28 . می‌نویسيم : ۱ : ۱ 
و جه: وویا هتم 
(۳)20 < بز (*) ؟ عد ۷ 
که خوانده می‌شود « تابم ۶ در مجموعُ ۸ به صورت( <) ۶ - 7 تعریف شده است » . ۱ 
مثال - تابع ردی مجموعه اعداد درست غیر از حبفر در مجموعة اعداد طبیعی 
به صورت زیر تعریف شده است : 
د په هر عضو دامنه مر بم‌آن نسیت داده می‌شود » . 
این تابع را به صورتی که دربالاگنته شد نمایش دهید. ‏ 
حل : طبق تعر یف داده شده تصاویر عضوها در این تابم به صورت زیر است ۹ 


اه ها وا و و و و و و ی وه ها سا ماد پات 


تا ند خاش ات 


اجب 
پس نمایش این تابم طبق‌آنچه گنته شد به صورت زیر خواهد بود . 
۱ : 
2-1۷ ۰ ع ویا جس نست ۸ 
< ()ج ۲عد (۲) 8 


۳۴ 


باید توحه داشت که حرف + با عر نقشی درنمایش قانون يك تابع ندارد وقانون تابع‌مثال 
ثبل‌را به صورتهای زیر نمزمی‌توان نمایش داد : 

مربع آن‌عدد سا( هرعدد ) 8 ۲ که (2) 48 آد عد( ) ۱8 ۷۲( )8 

تل کر گاهی ی مه داده شده با چند قانون بیان می‌شود ,. مفله" تابسع 
و درمجموعة اعداد حتیقی که به 


تابع نماد معروف است به صورت زیر تعریف‌می‌شود , 
۰ ( ) 8 


ویا تابع | * | درمجموع اعداد حقیقی که به‌نام تام قدر مطلق خوانده می‌شود به صورتزیر 
تعریف شده است ‏ 


۰ <ر ۷ ۱ 2 
۰ ع< 2 2 ‌ _ |« 
۰« 6 سبه 


تمرین 


۱- تعیین کنید که از روابط زیر کدامها تابع هستند . دامنه و برد هر کدام را که تابع 
است بئویسید. 


۱ (۲»۴) » (۰)۰»۰0 (۷۰۳) ) (۵.۶) ) هً ۱ (۰:ه) » (۳۹) ۰ (6 -۳) 1 
ز رو ه) ‏ (۵) (۵0) )؛ ((وع) » (۴۰۶) ۰ (۲۲۶) ] 


۷- تعیین کنمد که از روابط زیر کدامها تاپم هستند . 


(و ۲ 4 و ۰۷22 ۲۵2 |( ۷ ۰ )) ۱( ۳۷ لاو ۰۷62 ۳22 |(۰۷) ) 


( مار ۷22 وع* | (۰۷*) ) ؛ ( دح لاو ۰۷62 262 | (۰) ) 
(7 دامن هريك ازتوابع است). ۱ 


۳۵ 


۳- از نمودارهای زیر کدام يك تابع را مشخص می‌سازد : 


۵- ازجدولهای زير کدام يك تابع را مشخص می‌سازد ۰ 


اس ۳ دِ اس و 9 وب ۷ ه ‏ ۳-۲[ 
ٍ ۳ 
ب ِ ۶ ]۲ ۴ ۲-- ۷-۸ ۲ ۳ ا-- 7-6 ] ۷ 


۳۶ 


تابمی به صورت زیر تعریف شده است : 
2 ۱ 
۱ ۷51۶۱۲۰۳۴۰۵۲ ۱ ۰1۷ ) 1 
این تابم را به صورت زوجهای مرتب نشان دهید . 
پ- دو تابم ؟ و 8 به صورتهای زیر تعریف شده‌اند ۰ 
( (۳۰۴) » (۱۰۲) )8 * (( ۰۲۰۲( ۱ ۰) )<< 

آیا ول|؟ یا 8|]؟ نیز تابم هستند ؟ آیا این مطلب درحالت کلی نیز درست است ؟ 
۸- تابع ؟ درمجموعه (. ۱۰۷۰۳۰۰۰ ۰ ).72 به‌صورت زیرتعریف شده‌است: 
۰۰۰۰ (۵۰۱۵) ۰ (۴۰۱۲) ۰ (۳۰۹) ۰ (۲۰۶) » (۱۰۳) ۰ (۰۰۰) ) 

تانون تابع را بنویسید . 


ما 5 2 2 ۵ 


4- نمودار مختصاتی تابع زیررا رسم کنید ۰ 
[ ۷-۲ و ۲ ۲ ۰ -- ۰ ۲- )56 (۲۰۷) )عد و 
۰- مطلوب است نمایش هريك از توایع زیر : 
اف - تابع ] به هرعدد حقیقی » مکمبآن دد را نسبت می‌دهد . 
ب - تابع و به هرعدد حقیقی » عدد ثابت ۵ را نسبت می‌دهد . ۱ 
ج - تابم به هرعدد حقیقی مثبت » مریم آن وبه هرعدد حقیقی منفی » عدد ثابت ۳ و 
به صفر » عدد صفر را نسبت می‌دهد . 


۱- تابم ؟ در مجموعة اعداد حقیقی به صورت زیر تعریف شده‌است ‏ 


اکر ۴ج:: ام 
۳3 ۳ج ۰6 سا 26 ( «) ؟ 
اگر > : ۲+۳ 


مطلوب است محاسیه (0)؟ ۰ (۱؟ ۰ (100 ۰ (مدژ ‏ (و؟ . 

تعر یف - تابج وب ۲ پوششی ناهیده می‌شود! , هرگاه داشته باشیم ۰ ۲ ,۲ . 

به عبادت دیگر ۰ قابع ] پوششی است هرگاه بوای .هر ۲ متعلن به 13 عضوی مانند « 
حفعلق به ۸۵ وجود داشته باشد به قسمی که #۷ ()]. ۱ 

( ۲۵ , ۸ج » ویب 

مثال - تابع چ در مجموعه اعداد درست 

باقانون زیر تعریف شده است ۰ 
۲ <( ) 8 

آیا يك تابم پوششی است ؟ 

حل ‏ در این تابع» به هر عدد درست مربع آن 
نسبت داده می‌شود . بنابراین اگر ب يك عدد درست 
نامنفی باشد (مانند۲ -) » هیچ عدد درستی مانند > 


وجود ندارد به‌طوری‌که ۲ بو . بنابراین 8 يك تابع پوششی نیست . 

تعریف - قایع ظ م۸ :ي‌دايك ب‌يك خوانند هرگ اگیر ویر دوعضو متماییز از ۸ باشند ی 
آد‌گا« ()8 و ()8 نی » عضو متمای در 9 باشند, به عبارت دیگر, 4 يك تا بح یك به مك 
است هرگاه براک هر 2 د 2۲ متعلق چم داشته باشیم : 
سس سس 


۱ - تابع پوششی را ه تابع برروی » نیز گفعه‌اند _ 


۳۷ 


: ( )و (د) و جد ( ۳ ع) 
به عنوان ی‌تمرین نشان دهیدکه تابع مه : چیه به - ۲۸ است ار و تنها اگر 


پرای هر * و 5 متعلی به م داشته باشیم : ۱ 

ربب جد (۳۱) 8 عد ( ) 8 

مثال - تابع 8 از مجبوعة (۰۳ ۱۰۲ )۸ در مجموعة ( ۳8۰۵۰۵۰۵ 

په صورت زیر تعریف شده است : 
۱ ع -- (8)۳ ۶ 9 ع (8)۲ ؛ ه -(۱) 8 

آیا و يك تابم يك به يك است ؟ ۱ 


۸ 8 


تعریف - تابع ۸+9 : ظ < مك به يك و پوششی گوپند هرگاه :1 هم يك به پكك و ه۳ 
پوششی باشد . ۱ 
تابع يك‌به يك وپوششی را يك گسترش دوسویی وبا پلك عناظر پك به يك نیز می‌نامند . 
مثال -٩‏ تابع ظ درمجموعه عددهای درست به‌صورت زیرتعریف شده است : 
۱ 2 بت 2 3 
- ع(ع) 1 


آیا ظ يك تایم يك به يك و پوششی است ؟ 
حل: الفب ظ تابمی است يك - به - يك زیرا 
برای هر چر و "> متعلتی به ع داریم : 
(جر)ج < ()ج خ ار ور- جت یز 96 از 
پ. ظ تابمی است پوششی زیر ااگر بر يك‌عدد 
درست باشد» پس پر س ( -- )یز که درآن کر -- نیز يكث 


عدد درست است . ۱ 
"مثال ۷ - تابع 8 جس ۳ : ] را به صورت زیرتعریل می کنیم : 
و مس( )1 


۳۸ 


نشان دهید که ؟ يك تابع يك به يك و پوششی است . 

حل : باید نشان دهیم که تابع # هم يك به يك و هم پوششی مي‌باشد . 

ال ۶ تابعی يك به يك است هرگاه بر ای هر و و بر متعلق به 5 داشتد باشیم : 
)؛ و یر 

اما اگر )۲ ( )؟ » داریم 


۳6 ۱ م2 ۳ 
تانون حذف : 6۲ 
" فانون حذف ۰ ۳ 
یعنی مقدم و تالی گزارة شرطی (۱) درست بوده در نتیجه گزاره درست است و تابم يك 
به يك می باشد . 
بب ] تایمی پوششی است هر گاه بسرای هرعدد حقیقی 7 ؛ يك عدد حفیقی : وجود 
داشته باشد به قسمی که - ۱ ۷ عد () ] 
لجت وسا ۳ ," 
سساتو ی 
۳ 
وچون ‏ هميشه دارای جواب است پس ؟ پوششی است . 
تابي یکسان 
تابم ؟ در مجموعة [ ۰۴ ۱۰۲۰۳) ۸ به صورت زیر تعریف شده است ۰ 
در این تابع به هرعضو مجموعه ۸ خود آن ۸۵ ۸۵ 
عضو سبت داده شده است ی تاپع 
یکسان است . 


تقریف - شایم و مس ی ۶ یکسان نامیده 

مي‌شود. هرگاه قانونن تابع به‌صورت زیربیان شد‌باشد: 
( 6 ) ۶ 

داضجاست که تابع یکسا يلك به یلكپوشلی‌می باشد . 


تابع ثایت 
تابم 8 طیق نموداز ( به زو تعریفب شده است 
ملاحفله میکنیم که برد این شاب قط شامل مرب 


می‌باشد. چ مثالی از يك تابع ثابت است ۰ 8 ۸ 
تعریف - تا بح جرب م : ج قابت نامیده‌می‌شود 
هرگا: برد م نها شاعرل پك عنصرباشد ۰ 


تابع وارون ر محئوس ) 
تابم ۶ که با نمودار روبه رو تعریف شده است 
يك به يك و پوششی می‌باشد . 
از تغییر جهت پیکانهادراین نمودار تابم‌دیگری 
مثل ع8به‌دمت می‌آیدکد به نام تابع وارون ۶ تامیده 
می‌شود. همچنین توابم چ و 1 وارون یکدیگر نامیده 
می‌شونه .  .‏ 
اگر تابع ۶ يك به يك وپسوششی نباشد در این 
صورت وارون خواهد داشت ۰ 
تعو یف - اگر بابح ورجسم : ۶ يك به يلكوپوششی باشد. از قفییر جیت پیکانها ددنموداد 


پیکانی آن تا بمی مثل ع به جورت زیربه‌دست میآ ید : 
هر ج 8 . و8 
که تا بح وارون ۶ نامیده می‌شود. جنا براین ؟ د 8 واررن یکدیگر می‌باشند هرگاه : 
( ۵ - () 8 جسه « (1)۵) ؛ اعدا ۷ و 26۸ ۷ 


مثال _ دو تابم ؟۶ و 8 به صورتهای زیر داده شده‌اند . 
وج :و ات و۲ 


۵ ۱ ۵ 
)۲( 9 ( 2 ) 8 ۱( ۰ سیر ۲ سه (۳ ) ؟ 
آیا ۶ و ج وارون یکدیگرند ؟ 
حل . طبق تعریف باید نقان دهیم که : 
( هو () و جنه دا (۵) 1) , اعن و ۱۷۵ 


اپنجا يكگزار؟ دوشرطی داریم . بنا براین اثبات شامل دو قممت خواهد بود : 
الف - فرض‌کنید ظ - (8)۵ . طبق (و) داریم : 


۳ شوت ها (2)۵ 


۴۰ 


نشان دهید که ] يك تابع يك به يك و پوششی است . 

حل : باید نشان دهیم که تابع هم يك به يك و هم پوششی می‌باشد . 

الفت ] تابعی يك به يك است هرگاه برای هر زر و پر متعلق به (] داشته باشیم . 
)٩(‏ (ع) ج (6د) ]1 )6 

آما اکر (۶)26 -( )1 » داریم . 


6-1-۱۳۳۱ ۳ 
قانون حذف : ۱ ۳ ۳ ۳ 
۱ قانون حذف . 4 
یعنی مقدم و تالی گزار؛ شرطی (۱) درست بوده در نتیجه گزاره درست است و تابم يك 
به يك می‌باشد . 
بب ؟ ثابمی پوششی است هر گاه برای هرعدد حقیقی بو » يك عدد حقیقی 7 وجود 
داشته باشد به قسمی که . - () ؟ 
27 ۱ ۳۶-1 ,۰ 
ی 
۳ 
وچون * هميشه دارای جواب است پس ؟ پوششی است , 
تابع یکسان 
تابم ؟ در مجموعة ۰۴3 ۱۰۲۰۲ ۸ بد صورت زیر تعریف شده است ۰ 
در این تابع به هر عضو مجموعه ۸ خود آن ۸ ۸ 
عضو ثسبت داده شده است . تابع ؟ مثالی از يك تایم 
یکسان است . ۱ 


تعریف - نابم شراب و : ۶ یکسان نامیده: 
هی شود هرگاه قا نون تابع به صورت ذیر بیان ده باشد» 
ح- ) 1 ( 1 


داضحاست که غاب پکسان يثك به پدپوشنی عی باشد . 


تابی ثایت 
تابع و طبق نمودار رو به رو تعریف شده است ۰ 
ملاحظه میکنیم که برد این تسابم فقط شامل عضو م 


تعریف - تا بح جرب : ج ثابت نامیده‌می‌شود 
هرگاه برد ع تیا شاعل پك عنصوباشد . 


تابع وارون ر محکوس ) 
تابم ۶ که با نمودار روبه رو تعریف شده است 
يك به يك و پوششی می‌باشد . 
از تغییر جهت پیکانهادراین نمودار تابع‌دیگری 
مثل 6 به‌دست می‌آید که به نام تابع وارون ۶ نامیده 
آمی‌شود. همچنین توابع ی و ۶ وارون یکدیگر نامیده 
می‌شوند . ۱ 
اگر تابع ۶ يك به يك وپسوششی نباشد در اين 


بورت وارون نخو اهد داشت ۰ 


تعریف ‏ اگر تا بع جرب : 2 يلك به يك‌دپوششی باشد. اذ تفییر جهت پیکا نها ددنموداد 
پیبکانی آن تا بمی مثل ‏ به صورت ژپربه‌دست میآ ید : 
۸ جبب 3 ۰ 8 
که تا بع وارون ۶ نامیده می‌شود. بنا براین ۶ د ع وارون پکدیگر می باشند هرگاه ؛ 
ره (ه) و جه ف - (4)۵) ۰ ۷928 و ۷۰۹2۸ 


مثال دو تابع و 8 به صورتهای زیر داده شده‌اند ۰ 
جب 5 ۰ و ۳ بت 1 ۲۰ 


)۲( سس( ) 5 )۱( سب سیر ۷ ید( )۲ 
آپا ۶ و ج وارون یکدیگرند ؟ 
حل . طبق تعریف باید نشان دهیم که : 
(۵-- (9) ۵ چه دا (۵) ۶) , 928 و ۵ ۷ 


اینجا يك گزار؛ دوشرطی داریم . پنا براين اثبات شامل دو قسمت خواهد بود : 
الف - فرض کنید ۳ - (۲6۸ . طبق (۱) داریم : 


۳( -ه ۲ « ( )۶ 


۴۰ 


ولی طبق (۲) مقدار (0) 8 برایر است با . 
۵ ۱ 
س و اد بت 
9 (۲) 8 
هر گاه در این تساوی به جای « مقدارش را از (۳) قرار دهیم خواهيم داشت ۰ 
وس 
م( - ۲8ص( ها ) 8 
6 ۳ 


یعتی : 
8 ع( ها ) 8 جوا عه (۵) ۲ 


ب - فرض کنيم ۵( )8 ؛ طبق (۲) داریم : 


شرو1 
اس و (0) و 


و یا ۰ 
۵ 
از طرفی طبق (۱) داریم ۰ 
۵ 
۲ 8 8(<۲ ) ] 
0 س- 


ی 8 
یعنی کز ار دوشرطی درست بوده و ؟ و جچ وارون یکدیکرند . 


اب سه مجموعة [ ۳6۲۰-۱۶۱ | ۷ ۸ 

8 -- ) ۶۱ 6 , ۱۰۴ [ 

ز سم و۱6 اس 
داده شده و 8 مجموعه اعداد حقیقی است , توابم ؟ ۰ 8 و ط دراین مجموعه‌ها به صورتهای 
۴۱ 


زیر تعر یف شده‌اند : 
جب 0 ۰ظ م 1 جب 5 .۰ 8 مب چ جب هر .1 


اد () ۵ ۶ ۳ عد () 8 ؟ اد (عر) ] 


تعیین کنید کدام يكاز این تابمها يك به‌يك یا پوششی‌است. 

۷- هر يك ازتابمهای زیر ازمجموعةً (2:0»0/0:0) - ۸ در مجموعة 
( یکی از حروف النبای لاتین است , | < )9 تعریف شده است . تعیین کنید کدام يك 
از این نابمها يك به يك است . ۱ 


الف ۵ -<(۵) ؟ 4 -(0)؟ ۶ وعد(6) 1 ب ۵--(0) ۲ ۶ دز ۵) 1 
بت 8 ح( 6 ) 8 ؛؟ ۲ (4) 8 4 8-<(6) 8 ؛؟ <<( 0) 8 ء و ( 5 ) 8 
ج‌- 2 ( 8 ) 9 ؛ بو (0)ظ ؛ »اعد (6) ظ ؛ چ-(ا)ظ ؛ 2<عد( )۵‏ 
»_ آیا تابعهای زیر پوششی می‌باشند . 

رب ردو ء اجب لا ] 


لو مجمو عه اعداه طبیعی است 
منت م۳۳ 8 ۶ ۷( )۲ 


و تعبین کنید کدام يك ازتابعهای زیر يك يه‌يك است: 
چت. 1 ؟ جب 1 ۰ +٩‏ 
وه لاح( ۳۳۲۱ 


جب 8 : ۶۲ 


( 8 مجموعة اعداد حقیقی است ) 
تابع ۵ به صورت زیر تعریف شده است : 
5 مجموعٌ اعدا ۱ 
عبوعذ اعداد حقیقی است 
۱ 9 | 6 اعد( ) 1 
عضوهای دوم زوجهای زیررا بنویسید : 
۱ ۱ 
دب )نام -) ؛ ر(و)ظ۱ )ی( (م-۳۵-) ۶ ( (۲۰۵)۱)بز رم)طه) 
تعیین کنید کدام يك از تابعهای زیر يك به‌يك وپوششی است . 


( 8 مجموعه اعداد حقیقی است ) 
یب 14 ب ء جب ۲ ۲ 


۷- | > | عد (2) 8 4 سل رت () ؟ 


۴۳۲ 


۸- تابعهای ؟ و 8 به صورتهای زیر تعریف شده‌اند . 


جب 1 : و ٩‏ جب ‏ , و 


نه ۰ 
() 8 ۷ ۷۸-۳ (6) ۲ 
آیا ؟ و 8 معکوس یکدیگرند ٩‏ 
4- تابعهای ظ و ! به صورتهای زیر تعریف شده‌اند . 
مس ً جست- ] ۰ دا 


۱ () ) عه () 1 
آیا ۵و ! معکوس یکدیگر ند ؟ 


فصل ۲ 


ماتریس 


در زندگی روزمره بعضی از اپزارها به حدی موجب آسانی کارها می‌شوند نله حتی 
شاید تصورش یز برای ما مشکل باشد. اختراع‌چرخ را درنظر بگیرید بپینید تاچه حد به کار - 
بردن چر خ نیرودی لام پرای تشیدن ثاری , درشکه » دوچرخه ۰ .. . و ماشین را تقلیل 
داده است ۰ 

در ریاضیات نی زگاهی اوتات مادها وتر اردادهایی به کاربرده می‌شود که شبیه چر خ بوده 
کارها را ساده می‌کند ؛ مثلا در صنحُ مختصات به جای این که توضیح داده شود نثطة معین 
۸ دارای طول ( فت ) ۵ و عرض ( رست ) 9 است به ظور ساده می‌نویسند ( 9 , 8 ) 2 . 
با این قرارداد که 8 طول ( خفت ) و 9 مرض ( رست ) نقطة ۸ است , اکنون هرشخص آشنا 
به ریاضیات بايك نگاه می‌تواند طول (خفت) وعرض ( رست ) نقط ۸ با هرنقطه‌ای راکه به 
صورت نوق وشته شده است پیان کند . 

همچنین استناده از جدول ضرب کاز محاسبه و یادگیری ضرب اعداد یک رقمی را ساده 


کرده است . 


اين نوع تر اردادها و جدولها را بعدها به طور فراوان در ریاضیات خواهید دید. دراینجا 
با می‌خواهيم یک نوع از این جدلها راکه کار بعضی از محاسات را بسیار ساده کرده است 
به شما معرفی کنیم . به مثالهای زیر توجه کنید : 

منال ٩‏ - انبارهای يك شرکت گاز در محلهای ۸ ۰ 8 و ن) قرار گرفته است. فاصلد‌های 


۳۲ 


سه خان ,۴ » ۲ و جک از اين انبارها به قرار زیر می‌باشد : 


ناصلة ۸ تا خان ,ک ۰ ۰ج کیلومتر 
فاصلة ۸ نا خانه ۲ ۰ ۳ 
ناصلة ۸ تا خاند ۲ظ ۰ هِ » 
فاصلة ظ تا خانه ,1 ۰ 9 
ناصلة 1 تا خانه ۲ - هن « 
فاصلة 9 تا خانة 1 ۰ 
فاصله ن) تا خانة با ۰ هو » 
فاصلة 2 تا خانه ٩‏ ۰ ۵ 
ناصلهة با تا خانة ۲ ۰ ۵ « 


این اطلاعات ر با استفاده از يك حدول مستطیل شکل که به وسیلة کروشه يا پر انتزبسته 
شده است به صورت زیر نشان می‌دهیم : 


بط 

۲۰ ۳.۰ ۵۰ ۸ 
۴۰ داتس هش نب نت یب 19 
۴۵ ۲۵ 9۰ ۵ 


اکنون با کمك این حدول مستطیل شکل به‌آسانی ناصلة انبا رگاز تاهر خانه معین می‌شود. 
مثلا فاصله انبار 8 از خانه ۲ در محل تلاقی خطوط افقی و قائمی که به تر تیب از 8 و بک 
رسم می‌شوند قرارگرفته است . 


معمول* از نوشتن حروف نسز خودداری نموده اطلاعات فوق را به صورت زیر نشان 


می دهیم . 
۲ ۳ ۵۰ 
۰ ۵۰ »۷ 
۴۵ ۲۵ 8۰ 


این جددل مستطیل شکل از اعداد مثالی از يلك مائربس است . ۱ 
مثال ۲ - نتیجة مسایتات چهار تیم فوتبال باشگاههای مختلف تهر ان دربازیهای فصلی 
به صورت زیر گزارش شده است : 


مساوی برد بات 
تیم هش : ۱ 
تیم ط : ۱ ۴ 


۴۵ 


نیم نا ۶ .9 ۲ 


تیم ۵] : ۱ ۵ 
۱ ۲ ۶ 
از حدول مستطیل شکل به صوزت 0 ۲ ۷ 
رو به‌رو زمان داده می‌شود : ۱ ۵ ۳ 


اون جدول نیرمثا لي اژيك ما نریسی است. درزیر چنده ماتریس دیگر نوشته شیده که هر کدام 
ممکن است بر ای نمایش يك دسته اطلاعات معین به کار برده شو ند 


به‌طودکلی هرجدول مستطیل شکل (ژاعداد پلك مافریس ناهپده می‌شود . 
سطر 9 ستون يكك ماتریس - ماتریس زیر را درنظر بگیرید : 


۳ ۰ ۱ 
۲ ۵ ۳ 
۰ ۱ ۴ ۱ 


هر کدام از اعداد داخل کروشه يك عضوماتریی خوانده‌می‌شود. عضوهایی که‌در امتداد یگ 
۳ و مر 1 ۳ ۰ داز رل 
خط افقی‌قر ار گر فته اند يك سطرما ری و عضوهایی که در امتداديك خط قائم واقع شده‌اند ؛ 


ستون مائریس نامیده می‌شوند . 


3 


۱ 
۱ 
[ 
4 
/ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
ً 
۱ 
۱ 
ّ 
۱ 
۱ 
که 6 
۱ 
۱ 
1 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


ماتریس فرق دارای ۳ سطر و ۳ ستون‌است, بالاترین سطر ماتریس را سطراول وسطرهای 
زیر آن به ترتیب سطر دوم » سطر سوم » . . . خوانده هی‌شوند . همچتین اولین تون سمت 
چپ را نون اول و بقیه ازچپ به راست به ترتیب ستون دوم» ستول سوم » . . . می‌باشند. 


۴۳۶ 


هرماتری ی که دارای 20 سطر و ج ستون بساشد» يك ماتریس 90 در ۲ و با ط < 2 تامیده 
ميشود. برای مثال‌ماتریس زير يك ماتربس ۳ < ۲ است . 
ستون سوم ستون دوم ستون اول 


۱ 9 ۳ سطر اول 


۳ ۵ ۳ سطر دوم 
ماتریس رو به رو که دارای سه سطر ودوستون است يك بّ ۳ 
ماتریس ۲ « ۳ است , ۲ ۱ 
درزیر چند ماتریس دیگر نوشته شده است , ۳ اس 
۹ ۷ ۵ ۴ ۱ 
۱ ۲ ۳ 
٩ : ۲ : ۳ ۲ ۱ ۴‏ ۳ ۲ ۱ : 
۱ ۵ ۱ 
۱ 0 0 سمت ‌ ۳ 
ماتریس ۴ ۳ " ماتریس ۳۱ ماتریس ۳« ۱ ماتریس ۲ 2 ۲ 


توجه‌کنید که در چك ما تریس 12 »2 00 عدد درشست 10 نماپش فعداد سط‌ها : عدد درست ‏ 
پك ماتریس ۲ < 00 بصورت زیرمیباشد . 


و۵ ۰ مهم م۰۰ 2۱۳ 9۱۱ 
ویو هب9 8 


۰ 


۱) 


ماتریس (۱) «صنو رت مد سول :8 ] نیز نشان داده میشود . 


ماتریسهای خاص ۱ 
اب اگر دريك ماتریس 1 *< 00 داشته باشیم 1 > 10» آن گاه يك‌ماتریس 0 « و خواهیم 
داشمت» چیون عا تریسی که تعدا دسط‌ها وستو نها ی دساوقی هستنديك ها تریس عربح ذاخیده می‌شود 
وف 


در زیر چند ماتریس مربع نوشته شنده است : 


۳ . « 15 ۱ ۱ ۱ 

۳ ۵ ۱ ۰. . ۱ ٩ 1۰ 1۱ 
۷ ۸ 

و ۵ 1۴ ۱۳ 

ماتریس مربم ۴ ۴ ماتریس مربع ۳ 2 ۳ ماتریس مربع ۲ > ۲ 


۷ اگر دربك ماتریس 5 < و داشته باشیم و < ۲» آن گاه يك ماتریس ظ >< ۱ خواهیم 
داشت ؛ چلیین مانریسی‌که داداق یلك صطر و 0 ستون است يك عائریس سطری نامیدو هی‌شود ۰ 
درژیر چند ماتریس سطری نوشته شده است ۰ 
[ ۳.۰۰۵ ۲ ۱ ]۰[ ۷۱ ۸ ۷ ۵ ]۰[ ۶ ۵ ۲ ]۰ ۴ ۳ ] 
ماتریی سطری ۲ (۱ ماتریس‌سطری۴ »۱ ماتریس‌سطری۳ ۱۱ ماتریس‌سطری۲ ۱ 

در ماتریسی سطری [ ۱۱ مر ۷ ۵ ] ؛ عدد ۵ عضو اول » عدد با عضو دوم » 
عدد مر عضو سوم و عدد ۱ عضو چهارم این ماسریس نامیده میشود. : 

۳ اگر دريك‌ماتریس ظ >< ۲0 داشته‌باشیم ٩‏ عد ط» دراین‌صورت یك‌ماتریس ۱ < تلاخو اهیم 
دائست؛ چنبین ماقریسی که داداي 7 سطر وبك ستود است پل مائریسی ستوئی ناعیده مي‌شود . 


در زیر چند ماتریس ستوئی نوشته شده است ؛ 


۱ 


۱ ۷ 
۳ 
۳ ٌ ۳ ۲ ۸ ۰ 
۴ 
و ۱۱ 
11 ت 


ماتریس ستونی ۱ 120 ماتریس ستونی۱ (۴ ماتریس ستولی۱ ۳ مانریس ستونی۱ ۲26 


در ماتریس روبه رو » عدد ۳ عضو اول » عدد ۲ عضو دوم » عدد ۳ 
۱ - عضوسوم وصفر عضو چهارم این ماتریس نامیده می‌شود . 
99« 
۴- هرگاه در يك ماتریس ظ < 1۵ داشته باشیم ٩‏ لا و ۱ع و ؛ 2 
آنگاءه يك ماتریس ۱ < ۱ به‌دست می‌آید بنابرقرارداد چنین ماتریسی مساوی عدد داخل کروشه 


۴۸ 


گرفته می‌شود : ۱ 
: ۰] ۰ +[ 
۱۱ ۱ ۱۱ 


ماتریسها را معمولا باحروف بزرگ الفبا ۰ ۸ » 8 0۰ » . . . نمایش می‌دهند . 


بطور کلی بك ماتریس 9 < ۱ بصورت زیر است : 
9 و و ماه ۰ ۹ 9.۰ 


)۲( 
9 عضو اول 9 عضو دوم د‌ ۰۰ ۳ بالاخره ۳۹۹ عضو 102 ام مانریس )۲( تامیده می‌شود. 


همچنین يك ماتریس ۱ « 7 بصورت زیر است 
+09 
2 
۳ ۱ 
1 


,0 عضواول » ,و عضودومو... وبالاخره ,0 عضو 1 ام ماتریس(۳) نام‌یده‌می‌شو ند. 


عضو عمومی يك ماتریس 
فرض کنیم ۸ يك ماتر یس « < 1 باشد عضوی ازاین ماتر یس که در سطردوم وستون سوم 


فرار گرفتد اضت با 38 نما یش می‌دهند. (۲۳ اندیس حرف و امیده می‌شود.) علد سمت چپ 


اندیس: نمایش تو تیب سطروعدد سمت داست نمایندة تر تیب ستونی است که آن عضودر آنها قر اد 
کرفته است. به‌همین تر تیب م0 عضو ی است که درسطر پنجم وستون صوم قر ار گرفته است: 
۹ 


درحالت کلی عضوی‌ازماتر یس را که ۱ تون زام 
در سطر ذام و ستون ز[ ام ( 1 و [ اعد اد 
طبیعی هستند) ترار گرفته است‌عضوعمومی ۱ 
ماتریس نامیده وبا ررو نمایش می‌دهدم. ۱ 
گفتيم که ماتر یس موارد استعمال رو 

فر اوان دارد . در زير ضمن دو مثال 


کاربرد دیگری از ماتریس آمده است . 
مثال ۱٩‏ - شکل ژیر چهار شهر ۸ ۵ و 2 وجاده‌های بين آنها را نشان می‌دهد ‌ 


از شهر ۸ سه جاده شروع شده که هر کدام به یکی از شهرهای 8 ؛ ب) و (1 می‌رود . ازشهرظ3 
نیز سه جاده شروع شده که یکی به ۸ و دو 
جادهُ دیگر به 42 می‌رود . به همین ترئیب از 
هرشهر جاده‌هایی شروع و به شهرهای دیگر 
منتهی شده است . 
در اینجا منظور از جادة بین دو شهر 
حاده‌ای است که مستقیماً و بدون واسطه آن ۵ 
دوشهر را به هم مربوط می‌سازد . مثلا ین 13 
و 6 دو جاده بدون و اسطه یا به طور ساده 
دو جاده وجود دارد ولی بین 3 و (] جادهٌ 
بدون واسطه یا به‌طور ساده حاده وحود ندارد. 
طبق قرارداد هر گاه بین دو شهر حاده وجود 
نداشته باشد جاده آنهار! صفر انتخاب می کنند . همچنین جاد؛ٌ هرشهر به خودش را نیز صفر 
می‌گیرند . با این قرارداد و استفاده از ماتربسها جاده‌های بین شهرهای ۸ ۰ 3 ۰ ۵) و 0 به 
صورت زیر نمایش داده می‌شود : 


۱ ۱ ۱ 7 ۸ 
ِ ۲ ‌ ۱ : 
م۳ ۶ ۳۲ ۱ ‌ 
8 ۲ ِ ۱ ]1 


را 


این ماتریس به نام مافرپس شبکه؟ عستفیم خوانده می‌شود بر عکس با در مت داشتن 
مثال ۲ - ماتریس یک مستقیم بین شهرهای 3 » 2 , 0 و 8 به‌صورت زیرنمایش داده 
۱ شده است ۰ 
۲ 12 ‌ ۲ 


17 0 ۹ 0 0 
‌ ۱ ِ ۱ ۱ 
1) ِ ۱ ‌ ۲ 
۳ ۴ ۱ ۳ ۶ 


با تو حه به قراردادهایی که در این زمینه شده آست ؛ که این ماتریس به صورت زیر 


خو اهد بود ۰ 


ت تربد س س ب تریی بوس ات رتیت ۳ 

۱ شبکه مجموعه‌ای از قوسبا ( پا پاره خطبا ) است به قسمی که این قوسها ( یاپاره‌خطبا) 
فقط در انتهای خود با یکدیگر مشتر باشند . هرقوس ( ها پاره خط ) را پال شبکه و هرانتبای 
آنپا را رای خبکه می گویند . راس شبکه را گره نیز می گویند . هريك از شکلبای بالا يك 
شبکه است . 


1 


تمرین 


۱- دابره آمار بك سازمان اطلاعات مر بوط بد تحصیلات کارمندان ومستخدمین سازمان 


را به صورت زیر گز ارش داده است ۰ 


منشیهاو کارمندان‌دفتری| ۱ ه ۰/۶ ۴ ۷۳/۸۳ ۵/۵ .۰ 

فروشندگان و کار کنان 

شر کت تعاونی ۰ ‌ ۵ ۰ ۳۴۸۳۵ ۷ ۰ ۸/۶۵ 

مأمورین تلفنخانه و 

رانندگان 0 ۰ ۰ ۳۸۱ ۳۹/4 0۷ 
خدت‌گواران 9 ۰ ۰ ۰ ۵۲/۵ ۳۷/۵ 


الف - اطلاعات فوق را به‌صورت يك ماتریس نشان دهید. ب ‏ تعداد سطرها وستونهای 
اپن ماتربس را معين کنید . 
ت در حدول زیر بعضی از مشخصات جغرافیایی پنج تاره عالم نوشته شده است ۰ 


مشخصات 

تاره کیلومتر مر جع پر سپ مسر 
آمیا ۰ ۱۵۰ ۴۴ ۰ ۸۹۰ ۱۵۹ ۸۸ ۷ متر 
افر یقا ۰ ۰ ۵, ۳۰ ۰ »هو ۲۳۵ ۵ ۵ « 
امرپکا ۰ ۸۰ ۴۱ ۰ ۷۲۰, ۳۸۲ ۶ « 
ارو پا ۰ ه, ۰ وم ۱۰۰ * ۶۵ ۰ ۸و ۴ 1 
اقیا نوسیه ۰ ۹۶۵, ۸ ۰ 2 ۱۶ ۴ 9 


اطلاعات این حدول را به‌صورت يك ماتریس نمایش دهید . 


رز 


به صورت ۲ 20 بیان کنید . 
۳ يك ماتریس ۴ ۳ بنویسید که عضوهای‌آن حروف الفنبای لاتین باشد . 


۴- ماتریس رو به‌رو داده شده است » 8 ۵ ۳ / ۱ 
: ۰ ّ" ۰ ۱ ۹ ۶ ۴ 
عضوهای زیر را مشخص سازید . ۵ 
۳ ۲ 0 ۷ ۱ 
مب ؛ م8 ۰ 8 9۴ ۲ و9 پم 
۵- در ماتریس رو به رو به جای « 2 » عضو 8 / 2 8 
مناسب به صورت .۵ بگذارید : و 9 ]اه 
۶ در زیر چند شبکه مستقیم رسم شده است. 9 8 9 ۷ 


ماتریسهای هريك را بنویسید ۰ 


ص ۲ ۱/ 


۷- درزیر ماتریس چند شبکه مستقیم نوشته شده است» شبکه مربوط به‌هريك راحداگانه 


زسم کنید ۰ 
0 ‌ ۱ 0 
‌ ۱ ۳ ۱ ر. ‌ 
۲ ۲ ۰ ۱ 
6 ۱ 9 ۱ : ۱ ۰ 7 
۲ ۰ ۲ ۰ 
و ۱ 0 0 ۱ ۱ 
۳ ۳ ۳ 


۸- مأنریسی ۳ ۳ پنو یسید که همه عضوهای آن صفر باشد. چه اسمی برای این‌ماتریس 
پیشنهاد می‌کنید ؟ 


تساوی دو ماتریس 

اگر ستود ام 
و۵ ۰ ۰ ۰ 9۷۰.۰ ۹۱ 
2۲ ۰ ۰ #۰ 2۰ 1 


۰ | ۶ 8 
سطر وام اج و خ و جمت چ بان بت .2 ۲۳۹۳ 


ورگ « + ه ۰ 8 2۰ 
رل 


سطر ام مه ی ۴ ۳ 


1 

دوماتریس 5 »< 2 باشند رو و ررع (و و ی د ۲وعدل و 9 وی ۲۸ ۶ رح ز) 
عناصر متناظر دوماتریس ۸ و 8 نامیده میشوند. بسرای‌ثال پبع و 9۲ دوعنصر متناظر اژ 
دوماتریس ظ و ۸ میباشند . 

تعریف - دوماهریس 3 و ۸ ۱ مساوق‌گوئيم ومینویسيم ظ ع خر ۰ هرگاه 

اف - تعداد سطرهای ددماتریس باهم و تعداد ستونهایآنها با هم برابر باشند (یعنی‌اینکه 
8 و ۸ دوماتریس 10 < 10 باشند). 

ب - عضوهای عتناظر ده مافریسی مسادی باشند ۰ 

مفلا ء تساوی زير * 


فقط وقتی درست است که داشته باشیم : بح تا » واه و وعدل . 


در زیر دو مثال دیگر از ماتریسهای مساوی نوشته شده است: 


۳ ۳ ۱ 
." . ۴ : نت مج 
٩‏ سس ۴ جح ۲ ۳ 
2 ۹ "۰ ۴-۱ | ۱ ۳ ۲ ۱ 
مثال - در تساوی زیر * و ۲ را به قسمی پیداکنید که دو ماتریس مساوی شوند : 
۳ ۵ ِ ۳ 2-1-7 
ت ۳ 9 -ه 6( 


حل - این دو ماتریس هردو ۲۷ بوده و ستونهای دوم آنها یکی است » پس باید 
داشتد باشیم : 


ات ۲ و 6 عحد 2 چ 


اد لا سل > 
اجه لد 2 


هر گاه یکی از دو شرط تساوی دو ماتریس که دربالاگفته شد برقر ار نماشد , آن‌گاه دو 


رز 


ماتریس مساوی نخواهند بود . مثال : 


جمع ماتریسها 
م اتاقی ( نوع ۸ ) و ۵ اتاقی (نوع 9) می‌سازد. اين شرکت برای ساختن خانه‌های سازمانی 


۰ در دو سال قراردادی به صورت زیر امضا کرده است ۰ 


سال دوم 


متن این قرارداد را برای هرسال می‌توان با یک ماتریس نشان داد * 


نوع قظ نوع ۸ 
۳۰ ۸ 
 - ۳۰ ۵۱۰ :‏ 
۳۰ ۳۰ 
نوع ظ نوع ۸ 
۳۹ ۶۰ 
۷۰ ۰ | - 0 
۳۰ ۳۰ 


همکن است شخصی سوژال کندکه اين شرکت در دو سال روی هم رفته از هرنوع خانه 
درهرشهر ستان چند دستگاه خواهد ساخت. طبیعی است که برای پاسخ به‌اين سوال بایدعضوهای 
متناظر دو ماتریس ۳ و 4 را باهم جمم کرد . 


۵۵ 


۳9 ۶۰ ۳۰ ۸۰ 
مپ م۲ اد | هي ۴۰ | حه(۲4 
۳۰ ۴۰ ۳۰ ۰ ۳۰ 
۱ ۰ ۳۰ ۸۰۰ 
۰-۷۰ ۵ ۵۰ ۰ ۴ - 
۳۰-۰ 1-۰ ۳۰ 
.۶ ۱۴۰ 
۱۲۰ 9۰ - 
۰ ّ 
8 -د 


در اینجا ماتریس 1 به نام مجموع دو ماتریس ۳ و 0 خوانده می‌شود . هر کدام از 

ماتریسهای ۴ و 0 (عاملهای جمع) به صورت ۲ ۳۱ بوده درنتیجه *1 (مجموع دو ماتریس) 

نيزيك ماتریس ۲ (۳ است‌وهرعضوآن برابر مجموع عضوهای متناظر آن در ۴ و ها می‌باشد. 

تعریف - فرض‌کنيم ‏ و ۸ دو ماتریی 12 < لا با شند ۰ یعلی این‌که نعداد سطرها با هم و 

تمداد ستوئها با هم مساوی مي‌باشند) مجموع ظ و ۸ جك ماتریس 0 > 20 است مانند 0 به‌طو(ی 
که هرعضوان مساوی حجموغ عضوهای متناظرش دد ۸ و 8 باشد . 


مثال ۱ - دو این زیر داده شده‌اند ؛ ماتریس ۸٩4-۳‏ را بنویسید . 
۳ ۲ ۱ ۵ ۲ 8 
ات۱۳ ]۸ 
۶ ۵ ۴۳ :1 6 0 
حل - چون هريك از ماتریسهای ۸ و 8 به صورت ۷۳ می‌باشد » پس عمل جمسع 
تعریف شده است وطبق آنچه گنته شد داریم : 


۳ ۲ ۱ ۰ ‌ 8 . . 
۱ ۱ ۱ | -8 ۸ 
و ۵ ۴ ۳[ ۶ هو ۵ ۳ 
۳ 26 ۲ ۳ ۲ 


1 مب ۲ ) 
وبا وبو مب 


۶ 


جمحع دو ماتریس‌که تعداد سطرهای آنها یا تعداد ستوئهای آ نها باهم پرا پر نبا شد تعریف 
دشده امبت , 


مثال ۲ - دو ماتریس زیر داده شده‌اند ؛ ماتریس ۸-1-8 را بنویسید . 


6 , 8 ۷ ۱ 
۱ 1 6 0 ]ور ۲ ۱ ۵ |-۸ 
حل - در اینجا ۸ يك ماتریس ۲۷ ۲ و 3 يك ماتسریس ۲۳ است . پس طبق آنچه 
گفته شد 8 + ۸ تعریف نشده است . ۱ 
اگر ۸ يك ماتریس باشد» تعریف می‌کنیم : 
۸+ 2۲۷۸۸ ۲۵ 


صرب پاك عدد در یت ماتریس 
۱ ۳ ۰ ۴ ۳ 
ال و -ماتریس [ 1 ۸ داده شده است ؛ ماتریس ۷۰ را 
ِ ۵ 
پنویسید , 
ِ ۳ ۴ ۳ ۴ 
طبق تعریف : ۳ 1+۸ ۸ ۲۰۸ 
۶ ۵ ۶ ۱ ۱ 
نت ۴ ۱ 
--. 
و دوع ۵+ ۵ 
۱ ۲۳ شنم 
(بنابه تعریف ضریب اعداد) : ل ورب ورب ]| 
یعنی برای تعیین ماتریس ۷۸ , عدد حقیقی ۲ را باید در تمام عضوهای 5 ضرب کرد. 
. لعریف - عدد حقیقی عم دمائریسی ار داده شده است" منظوز از ۵ دیا ۸ ۲ مائريصی 
اشت که ۱زضرب عدد مچ دده عضو فر چه دست حیآ پد ۰ 


مثال ۱ هرک [ م :  ۵-<|‏ داریم : 


۳5 ۳ ۳8 9 8 
( ۶ عدد حقیقی است ) ۱ -1 ]| - ۸ ,۳ 
6 ۳ 0 ۳ 0 6 


با ید نوجه داشت‌که پرخلاف عمل جمع درا تریسی , سرب پث عدد دریك ماتریسی همیشه 
امکان‌پدیر است . 


۵۷ 


مثال اس اگر ۲ * ]<ه» خواهیم داشت : 
۰ ۱ 


قرینة یت ماثریس 
گفتیم که برای ضرب عددحقیقی ۲ در مانریس 1 *] ۵ » عدد ‏ را در هريك 
ازعضوهای م ضرب می‌کنیم . 


هر گاه ۱ - سب ۴ : خواهيم داشت : 


9 8 
۱ ۱ ۱ ۸ > ۱ 
ا: 6 
9-- 8 سسته 
۱ ا .- 


ماتریس ۸ ۱ را با ۸- نمایش داده آن را قرینة ماقریسی ۸ می‌خوانند . 


۱ 


اب تا نت ۱ 
۱ 9 
4 6 سب 
فرینة ماتریس ۸ ۰ ماقویسی است که هرعضو آن قرینة عضو متناظری دد ۸ باشد ۰ 
مفال - 
+ 3 ۳ ۳ رنه ۱ 0 ۲ سه 
قرینه ماتریس بر ابر است با ۲ 
۳۴ ‌ ۳ ۴ ۰ سب 
ماتر یس صفر 


از چمسج دو عافریسی ۸ و ۵ - ماتريسی چه دست عی ید که همه عضوهای ای صفر است. 
چنین مافریسی به نام حافریس صفر خوانده مي‌شود . 


۹ 0 9 ك ۱ ۱ 
مث هرگاه | مر » دازیم ۰ 
‌ 3 [ 8 ِ_ِ 


ری مت ]+ ن]رهسبه 


۵۸ 


رس (و سب یس 
ر-)+ ۶ (و)به (-)به 


3 


در حالت کلی ماتریس صفر را به صورت «پرب 0 دیا 0 تمایش می‌دهند : 


-(ه-) +۸ 
در زیر چند ماتریس صفر نوشته شده است ۰ 


۵ و 6 ۳3 هه ۵ ۹" ۵ 6 
1 ۰ ]| م۰5[ ۱ * ا- م5[ -: 


بااستفاده آزقرینة يك ماتریی تفاضل دوماتریس ۸۵ و 8 را به صورت زیر تعریف می‌کنیم» 
(8-) +4 ۸ ۸-8 


٩۰‏ ۱ نت 
ال - دوماتریس | ۸-۰ 5 -و داده شده است ؛ 
0 سح ۱ 


مطلوب است محاسبه 8 ۷ - ۸ س 


خواص حمع ماتریسهای ۲ ۲۲ 
- هرگاه ۸ و 8 دوماتریس ۲۲ باشند ء دیدید که مجموع این دو ماتریس نیز يك 


ماتریس۲ ۲ است. به‌عبارت دیگر؛ از جمم دو ماتریس ۷ < ۷ یک ماتریس ۲ < ۷ به دست 
می‌آید ویا : مجموعة مائریس‌های ۲ > ۲ نسبت به جمع ماترپسها پسته است , 


بات تسش وت اه شنی شوکت پد یرگ د٩(د‏ ی درگ[ مه 
۶ 9 82 12 
5 |-8 د ی سه ماترس و »رو جاشند» خواهیم داشت 


۸۵۹ 


مبر9 به)عر(ع+ 8)بم 


برای نشان دادن درستی این تساوی ِ راست‌آن را محاسبه می‌کنیم : 


تال باب ب] همجمج 
رعدع) ره چه) 
ات ۳ بو 1 هه 
۱ ر 4۲ رصعلب4ی ( 6 
ات و رو )ما 
وی تب پیج وی هد (و(۵4)] 
وب( (04) مد روا 


سل ماالروبی وبی]- 
مشب ال ما۳( بابله 0]- 


0 8(4 +4 ۸) حت 


۳ - ماتريي | ]+ عضو بی‌اثر چیع دد مجموعة ماتیمهای ۲ ۲6 است . 


یعنی این که هرگاه 1 ]۸ يك ماتریس ۲ د ۷ باشدء خواهيم داشت : 
ز. اه ]مب 
9 بل و ۱ 
همم مار یسها ۰ ت 
نت ه سب 0 ۳0 
عضو بی آثر جمع در مجموع اعداد ۰ ]- 
۸۵ حب 
همچنین. داز دم : 


ژر ]+1 ]مبه 


وال ه 8 1 ه 
چرا ۶ 1 ]- 


۱ 0 8 
چرا؟ ۱ 3 اس 
۳۹ 


۴- در مجموع؛ ماتریسهای ۲ ۲ » هر ماتریس ه تنها دارای یك عضو قرینه 
۸ - است» بطوریکه داریم: 


۸+ (هت)‎  )-۸( +۸ 26 


۵- جمع مابتریسهای ۷ د ۲ دادای خاصیت جابجایی است . یعتی اگر ۵ و ظ دو 


مانریس ۲ < ۲ باشند داریم : 
۸ 4 8 3 + ۸ |[ 


۶ - هرگاه ۶ و و دو عدد حقیقی و ۸ و 8 دو ماتریس ۲۷ < ۲ باشند ؛ داریم : 
۱ ۸ + ۸ 9(۸ +۳ ۳8 4 ۳۸--(2 4 ۳۸ 
۸ - ۱۸ (۶۸) ۲ - ۳۵۸ ) 
بعدها خواهید دید که خواص فوق به طور کلی برای مجموع ماتریسهای 2 < 1 نیز 


درست است . 


تمر ین 


+ حاصل هريك ازجمعهای زیر را (درصورتی که تعریف شده باشد) به دست آورید , 


دسال ار سا مود با 
۱ ]| 1 ی[ 0 


۶۱ 


۲- حاصل هريك اژعبارات زیر را به دست آورید ؛ 


زا ال ال مالیا 


ٍِِ" ۱ ۳ ۳ ۱ ۲ 
و ۵ ا۳- | ۲ ب | ؛ (. بت 
۴ ه ۲۱۰ او ه ۵‏ ۴ 
۴ ۲ ۴ ۳ 
م - در هريك از تساویهای زیر هر گاه 26 يك ماتریس ۲ ۲ باشد » ءطلوب است 
محاسبه 2 . 


بو بر کیت ۴۷۸۲۶ 


لاب ماتر یسهای زیر داده شده‌اند : 


9 ۰ ۴ مسب ۱ ۲ ۳ 
۵و ۱ ۰ ۳ وب و ۳ ۰۱ ۵ 


سس ۳ (۲0 )۲ ۴0 ۳۸۷۲-۲8 ۲۸٩۲-8-0۲‏ 
۵- ماتریسهای زیر داده شده‌اند : 


6 1 9 0 ‌ ۱ ۱ ۳۹ ۳ 
۰ 0 ۱ حه ر) و ۰ 1 ‌ ح 9[ و 0 ۱ ۰ سب شر 
5 بت 0 ۱ 0 9 0 ‌ ۱ 


مطلوب است محاسبة : 6 + (8 - ۵ )۳ ؛ ۲۸-5-۳۵ ۲ ۶+4 


9 حت. ۳ 
و ماتر یس ۱ ۵ داده شده است ؛ ماتسر یس ۸۵ را در حالات 
۳۳ ۲ ۴ 


زیر بنویسید ۰ 


آ 1-1 ۲ حت کا ِ هت 6 ٍ ۷۲ سب ح 16 4 ۳ات 1 


۶۲ 


ماتر یسهای زیر داده شده‌اند ؛ 


۷ 0 اهب ۲ بل ۳ ۸-۰ 
م و ۰٩‏ ۴ ۳ م۵ 

شان دهید که ۰ 
7 - ۳۸ - حح (۸۰۱-1) ۳ - + (۲ا84) بسن (۲ +4 ۸) ٍ 9-94۸( ۸ 


۸- ماتریس زیروعددحفیتی > داده شده‌است ؛ ماتریس ]6 را بنویسید . 


0 0 ۱ 
۰ ۱ « اسسحص )1 
۱ ۰ 0 


4- حاصل هريك ازعبارتهای زیرر! به دست آورید ۰ 


الق 
ووم ‏ و 0 ۵ 6050 
۱ ری + | . ۱ 050 
5/0 59 دنه 610 س 
یات 
ظ ‌ ۴ ۳ 7 ۱۹ 
1 ۴۵ .۰ 5/1۳9۲ - شب را ۳۷۲ ۳۲ ۳ 
‌ ۰ ‌ 0 ۳ ۵ ۴ 91 ات وی ۲ 
۴۵ ۰ ۰ 60:۳۰ 1۳۰( ۷۳۲ 9 


ضرب يك ماتریس سطری در یك ماتریس ستونی 


مثال ۱- دانش‌آموزی برای‌خرید لوازم مدرسة خود به يك لوازم‌التحریر فروشی رفت؛ 
او »و خودکار » ۷۰ مداد و ۲ دفتر خرید ؛ در صورتی که بهای هرخود کار ۵ ریال وبهای 
هرمداد ۲ ریال و بهای دردفتر ع ربال باشد ء تعیبن کنید او چه مبلغ در مغازه لوازم‌التحریر 
فروشی خرید کرده است . 

ارقام خریداری شده را می‌توان بايك ماتریس سطری به صورت زیرنمایش داد : 


دفتر مداد خود کار 
۱ ۰.۲ ۲۶ ۱۰ ۸ 


۵[ 


همچنین بهای هرواحد از این اجناس را ممکن است بايك ماتریس ستونی مشخص مود 
بهای يك خود کار ,۳ 
بهای يك دفتر [ع 


طبق آنچه در حساب خوانده‌اید » برای محاسبهُ اين خرید باید اعمال ضرب و جمع را 


به صورت زبر انجام داد : 
پا دفتر بما مداد پپا خودکار 
ریال ۱۶۲ عد( و < ۱۲) +4 (۲ ۲۰۶) +4 (۵ 2 ۱۰ ) 
این محاسبه درست عمل ضرب ماتریس ۸ در 8 رانشان می‌دهد که ممکن است‌به صورت 
زیر نوشته شود ۱ ۰ . 


آسییبیک 

-| ۶ | 
۷ 

یعتی : برای به دست آوردن حاصل ضرب دوماتریس فوق به ترتیب زبررعمل می‌کنیم : 
- اولین عضو ماتریس سطری را در اولین عضو ماتریس ستونی ضرب می کنیم . 
- دومین عضو ماتریس سطری را در دومین عضو ماتریس ستونی ضرب می کنیم . 


- سومین عضو ماتریس سطری را در سومین عضو ماتریس ستونی ضرب می‌کنیم . 
- حاصل ضر بهای به دست‌آمده را باهم جمع می‌کنيم ۰ 


ریال 


۹ در این نو غ مسائل همیشه مانریس سطری اول نوشته می‌شود . 


۶۴ 


۸7 
درشروع پاد گیری این ضرب » می‌توان‌حاصل‌ضرب | ۲ | #« 3 » ۷۰ 6 ۳ 
۱ ۳ ۰ 
را به صورت مستطیلهای زیر نوشت : 


به اندازةٌ ٩۰۳‏ در حهت حر کت ۵ 
عقر به‌ساعت‌دوران داده‌به صورت 
رو به رو کنار یکدیگر قرار داد : 


ج | ۲ 4 
آن گاه عضوهایی را که 
مقابل یکدیگر قرار گرفته‌اند ر 
درهم ضرب کرده مجموعآنها را 
په دست آورد : 


۵ |۱۱ 
]۰ ۰ [۱ |] ۱۱| 
۶ 


۳ 
1" ۴۰ 1 ۳ -- 
۶۷۲ ۳ ت 
مثال ۲ - خانم ینوی برای خرید روزانه ۹ يك خواربار فروشی رفت . نیم کیلو 


۶۵ 


پنیر » ۲کیلو شکر » ۳ کیلو برنج و و۵,ه کیلو لوبیا خرید کرد . در صورتی که پنیر کیلویی 
۰ ریال » شکر کیلویی ۲۵ ریال» برنج کیلویی ۴۲ ریال ولوبیا کیلویی ۳۰ ربال باشد» تعیین 


کنید این خانم چه مبلغ در این خواربار فروشی خرید کرده است . 


همان‌طور که دیدید ء ارقام خریدهای این خانم را می‌توان بايك ماتریس سطری وبهای 


هر کیلو از اجناس خریداری شده را با يك ماتریس متونی نشان داد . 
بهای يك کیلو پثیر ه ۵ ۱ 
بهای‌يك کیلوشکد | ۲۵ | - لوییا برنج شکر پنیر 
بهای‌يك کیلو بر نج ۴۲ ۱ 
بهای يك کیلو لو پیا ۳ 


۰۸/۵ ۲ ۳ ۵ 


از جرب این دوماتریس مبلغی که خانم خرید کرده است به دست می‌آید ؛ 


۱۵۰ ۱۵۰ 
۳۲ 
۳0 ۷۱۰ ۳ ۰/۵ | « 
۴ 
۳ 


| ۲۰ ۵ر۰ ۴۱4 کج +۲۵ ۵۱۵۰۲ ه - 


ریال وع۷۲ح 2 ح-د 


زک ...4 


6 


توجه‌کنیدکه ضرب يلك ماتریس سطرق ۸ دد يك ماتریس ستونيی ] فقط وقتی تتریف شده 


است‌که شعداد ستوخهاق ها تریی ۸ حساوی با خعداد سطرهاگ ها ترپ 0 باشد , 


قانون (۱)- ۱گر ۸ یلد ماترضی ۲ *< ۱ و و يك ماتریس ۱ «< 2 باشد » برای به دست 


1 دی حاصل‌ضرب. ۹ به صوات زیر عمل مي‌کنيم ؛ 
- اوالیین عضو ماتریس سطلرق ۱ دد اولین عضو ماقریسی ستونی ضرب مي‌کنيم . 
- دومین عضو ماتریبی سطرق د۱.دد ددمین عضو مأقریبی ستوئی ضرب مي‌کنيم ۰ 


و ما مج ما ۵ اه اه اه هراق 8 هن ۱ ۱ ی ی ی 


- آ خرین عضو ماتریی سطری دا دد آخرین عضو ماتریس ستونی غرب می‌کنيم . 
حاصل ضربهای به است ده ۷ باهم جمح مي‌کنيم " 


2 


در زیرچند مثال ازضرب ماتریسهای سطری در ستونی نوشته شده است : 
۱ ِِ ۴ 
الفشب [ )۱۷ | - |[ |« [۳- 


۳ ۸-۷ [ 
۰ |] -۱[ 0 


| 


اپ 1 ۲ وچ ۷۲-۵ ۳۳-۳ ۰ ]- 


.مت ما ۵ حس 


[ دوجوب ]- 


جع[ ۶۶ | 


ج- چون تعد ادستونهای مأتریس سمت چپ ۳ 
پر ابر تعداد سطرهای ماتریسی سمت زأست نیست ۵ 1 ۲ 
لذا عمل ضرب تعریف نشده است , ۷ 


۲ 
د عمل ضرب روبرو نیز تعریف نشده 
۳ عم ۵ ۴ ۳ 


است ۰ 


ضرب يك ماتریس دریاث ماتریس ستونی 
۱ هثال ۱ - سونن و یاسمین برای خرید به‌يك فروشگاه رفتند . سوسن ۳ کتاب داستان 
ر يك خودنویس و یاسمین ۴ کتاب داستان و ۲ خودنوبس خریدکرد . در صورتی که بهای 
هر کتاب داستان ۰ ۵ ریال وبهای هر خودنویس ه ۳۰ زیال باشد» تعیین کنید هريك از آنها چه 
مبلغ خرید کرده است . 
۶۷ 


تعداد کتاب وخودنویسهای خریداری شده به وسیلة سوسن ویاسمین را می‌توان به‌صورت 
ماتریس زیر نشان داد ۰ 


خودنویس کاب 
سورسن ۱ ۳ 
آ-ه 
پاسمین ۲ ۴ 


همچنین بهای يك کتاب و بك خودنویس را به صورت ماتریس : مي‌دهيم : 


بهای يك کتاب 1 ِ 
بهای يك خودنویس ۳۰۰1 


برای تعیین مبلغ خرید هربك » طبتی آنچه در حساب خوانده‌اید ؛ باید تصدادکتابها و 
خودنویسهای خریداری شده به وسیلة هر نفررا در قیمت مربوط به‌آنها ضرب کرد ۰ 
بهای‌شر خودنویس تمد ادخودنویس بمای‌هر کتاب تعدادهر کتاب 

ریال »وم ح< ۳۰۰ « و + هي > ۳ : خرید سوسن 

ریال هم عح< دوس مر ۲ لٍ هي ۶ ۳ ۰ خریدیاسمین 

این محاسبات درست عمل ضرب 8 « ۸ را نشان می‌دهد (عمل‌ضرب تعریف شده است. چرا؟) 


۷ نتم ۳ 

۳ ۹ م۳ ۰ 
خرید سوسن :| ۶۵۰ ههد ۳ ۵ / یه عبد 13 هد خر 
خریدیاسمین ؛ ۰ ۵ هي اره ۱۳۰ 7 4 


تسس بو 


چگونگی عمل ضرب در زیر تشریح شده است : ِ. 

ماتریس مربع سمت چپ را به صورت دو ماتریس سطری » یکی مربوط به خرید سوسن 
ودیگری مربوط به خرید پاسمین تجزیه نموده هر کدام از آنها رابه‌طورجداگانه طبق‌فانون(۱) 
در ماتریی ستونی سمت راست ضرب می‌کنیم : 

الف - خرید سوسن ‏ 


صي 


۱ )/ 
1 سس ۳ و له ۹ ات 
۳۰۰ ِِِ 


۶۸ 


ب . خرید یاسمین : 
۵ بر / 
اد 
۱ 


۱ 


پا به طور خلامبه ۰ 

آک 
۷ 0 
۲ ۴ 

/ ۳ ۰». 

<* [ ۰ 
۱ 6 ۸۰۰ 
۳۰. ۱0 

۳ ۱ 


۲ ۴ 
م۳ 


قانون (۲) - اگر ۵ يك ماتربی ظ « ۲ و ظ یلد ماتریی ۱ > باشد » حاجل‌ضرب و 


دا 0۵ به جیورت زیر به دست هيآ پد ۱ 

- سطر اول آدن ماتریبی دا دزعافریی متونی غرب‌کرده + عدد حاصل «۱ عضو ادل حاصل 
رب فراد می‌دهيم . ۱ 

- سطر دوم آد مافریبی (۱ دد عائریبی ستونی ضرب کرده + ك جاح (۱ عضو دوم حاحل 


وب فراز مي‌دهي . 


۰ ۰ ۰ 6 وچ وج 4 ۵ ۵ یت ات 


- سطر ام آنن ماقریبی «۱ دز ماتویی متونی غرب‌کرده : عدد حاصل «۱ عضو ام حاصل 
ضرب ثراد می‌دهيم . 
مثال ۲- دو ماتریس زیر داده شده‌اند ؛ ماتریس 5 < خر را بئوپسید , 
۴ 


۱ 
۲ 
ب ۲ و ۳ ۵ ۸ 
[ مس 
٩‏ ۱ 


۷ 


۶۹ 


الف. چون‌تعداد ستو نهای ۸ بر ابر تعداد سطرهای ظ است؛ لذاظ < ۵ تعریف شده است. 
۱ ۴ 
۳ 
۱ ۱ ۲حت. ‏ ق ۲, ۸ 
۳ 
۹ ۷ 
۱ ۴ ۲ ۳ 


بای تعیین حاصل ضرب طبق قانون (۲) عمل می کنیم : 


تا ای ۲۳ سس 
۲۱۹ ۴ 58 ۱ 1 
تس ۹ ۱ ۱ ۱ 

5 ۱ ۱ ۱ ۴ 
تست بت ۱ ۱ لته 
۳ ۳ ‌ 35 ب 

۱ میس عس ی 

۷ ۹ ۱ ۱ ِِِِ ۳ 

۱ 
۱ ۱ ۱ ۳ 
70 ۱ ۲ 
۳۸ ۲-1-۹ >< ۷) ۳ ۱ » ۷ 
ساسا موز > مم ال 1 
۱ 
۳ | <- 
۴۱ 


آیا درمغال «, ۵ < 9 تعریف شده أست ۶ 


ضرب باتك ماتریس ‏ «< هت دریك ماتریس ظ 0 . 


۵ ۴ ۲ 
مثال ٩‏ - دو مانر یس ا - ۸ ل و داده شده‌اند » 
.۲ ۴ ۳ ۱ 


ماتریس ۲ < ۸ را بنویسید . 
هر کدام از ماتریسهای ۸ و 8 » ۲۲ بوده درنتیجه 8 >( ۸ معناً دارد : 


۲ ۵ ۳ 
| ۲ ] *«[- .]دوه 
۴ ۳ ۲ .۲ 


و۷ 


برای تعیین این حاصل‌ضرب» مائریس‌سمت راست را به‌مورت دو ماتریس ستونی نجزیه ‏ 
کرده ظ[ < ۸۵ را به شکل زیر می‌نویسیم ۲ 


۲ ۵ ۴ 
" ااف ستون اول۲ هر ۸ . ۱ ۱ 2 ۲۱ ۱ 
۱ ۳ اش ۳ 
۱ ۱ ۵ ۴ 
ب. ستول دوم ظ ۸ : 2 
۳ ات ۳۰ 


اکتون حاصل ضربهای فوق را طبق تانون (۲) به دست می آوریم ۰ ِ 


ها ال مرو | ح پ ۲ 
سس لک[ ۲ 


و یا به طور خلاصه . 
ستوددوم ستوداول مس 
ِ نی 
وه ۳۳۱ 3205 ۵ 


۳ 0 ات ۲ | « 1 < ۵ 
0 /۴ ۳ ۲ج ۲۰ 


۳۳ ۳ ۳ 
قانون (۳) - گر ۸ یپ مائرپس ۲ ۷ 1۲0 < 3 یك ماثریس 2 0 باشد ؛ بواق به دست 
آوردن ماتربی ظ۸ به صورت زیرعمل مي‌کنيم . 
ماقریبی ظ ۱ په ظ ماترببی سنونی تجریه می‌کنيم ۰ 
- ماتریبی ۸ دا طبق فا نون ۸۲۲ ددهریلك زاین مافریسهای ستونی ضرب مي‌کنيم ۰ 
حاصل ضربهای به دستآ مده داکه به صورت ماتریسهای ستونی هستند ۰ ازچپ به زاست 
ستونهای ادل تا 0 ام ماتریس حاصل ضرب فراد مي‌دهيم . 


۵ ۴ ۱ ۲ 
ثال ۲ - دوماتریی |[ |-۸ د |-ه داده شده‌اند ماتدریس 
۲ ۳ ۴ ۳ 


۸ < ۳ را پمو یس‌ید, چون دوماتر یس داده شده ۲ «< ۲ می‌باشند ۸ *< ۳ تعر یف شده است ‌ 


۵و ۴ ۱ ۲ 
۱ ۷" ۵ 6 8 
2 ۳۰ ۴ ۳ ۱ 


۷۱ 


مانند مثال ۱ عمل می کنیم : 
كت ۱4 


ری 
7 ۴+۱ #۲ هر 
ستون اول حاصل ضرب: تم | | ك ‌ چم 


مره شک ۱۵ ۱۲ !۱ 
(- ۵4۱۱ 11۱ 4 ۳ ۰ 
ستون دوم حاصل فر: بت تس | | 
- ۴۵-۴ ابا 
سب بت 
ویا به طور خلاصه : 
ستون دوم ستولن اول 


ت 2 
/ بل ۷ ۴-۱۳۴ ۳ 1۳ ( 1 سود 
اس رم ۳۵ 2۳ ۳-6 < ۳ ۷ ۳ ۳ ۳ 


1 


در مثالهای (۱) و( ۲ ) حاصل ضربهای ظ « ۸ و ۸۵ »اظ هر دو تعریف شده‌اند اما 


مساوی نیستند : 
۷۸ 82-8 > ۸ 


واین درحالت کلی نیز درست است یعنی : جرب ها تریسها یا یت جا پجا ی ندا(د , 


مثال ۳- درماتریس | ۲ بح مب 9 ۲ داده شده‌اند ء؛ حاصل 


ضرب 3 4 ۸ را بتویسید . 
دراینجا تمداد مشو نهای‌مانریس خش بر ابر با تعداد سطرهای ماتریس 13 است 3 داریم ؛ 


1 ۸ ۳ ۲ 
]-لر م  ۱[*]‏ ]-هبده 
۳ ۳ و ۴6 ۲ 
۲۳ ۲ 


۲ ۳ ۲ ۰۳ 


این حاصل ضرب طبق قانون (۳) به دست می‌آید . 


2 2 
۰ ۵ ۲ ۵ ۱+ ۵ ۷۲ 


تون دوم خاصل فرب و - ]» ۳ 0 


۷ 


ی ی ]-1 ۵ «[ ( 
۱ ان ۶ ۵ ۰ 
ویا به طور خلاصه :  ..‏ 


ستون‌سوم ستونذدوم ستون‌اول 


۵۸ ۱۸ ۸ ۳ ۲۰۲۱ ۲ 
لس ادلی + ال ]هه 
۰ ۲۰ ۱۰ و ۴ ۲اله ۰ 


آیا دراین مثال حاصل‌ضرب ۸ < 8 تعریف شده است ؟ 


ماتریس واحد ۱ 
1 ۳ ۵ ۱ ِ ۱ آ دا ۱ مطلو ۱ محاساه 
‌ِ سب ]| داده شده‌اند ؛ لب است تاه 


۸۵ و ]۰ ۸ , 
حاصل ضرب ۸ (] را به دست می‌آوريم : 


اه تال ]هی 


یپ ۰( 
۵( ره 6 4 الم و 


0 8 
له ,- 
۵ 
به همین ترتیب ۸ را محاسبه می‌کنیم : 


ل ]له ع]-نه 


ابیت 8 ۱ 
۱ له ‏ . ه سا۱ 6 


تیب ]- 
[ر ] - 
۸ سب 

۷۳ 


در اینجا می‌بینید که : 


حافریسی ۱ ۱ ] ما تویسی وا حد ضرب د< مجموعه مأتریسهای ۷ >د ۷ نامیده می‌شود ۰ 

در این ماتریس عضوهای يك از چپ به راست روی خعلی قر ار گرفته‌اندکه ببه ام قطر 
اصلی ماتریسی خوانده می‌شود . پس : 

هرماتریبی مرب 2 »< ورکه عضوهای‌قطرا جلیشش یك‌وسا برعضوها ی؟ ننجفربا شدبه ناما قریی 
واهد خوانده شدهآن دا با وپرم]ً پا به طور ساده آ نماینی می‌دهند . 


در زير چند مانریس و احد نوشته شده است * 


و ۵ ۵ 0 ۹ ۸ 
ِ " 2 ی[ ۱ ِ ۱ 
۰ ۰ و 1 .۰ 2۳ 
۲ ۹ ۲ ۴ ۴ 6 1 ۳۳۰۳ 
۱ 3 ۹ ۰0 0 
4 9 ۵ ك ۵ 
ِ 
قطر اصلی قطر اصلی 
دترمینان ماتریسهای ۲ ۲ ۲ 
8 
۳ ۷ 
نی ۳ 
عدد 00 -- 80 ( تفاضل حاصل ضرب اعدادی که روی دو قطر ماتریس قرار دارند ) به‌نام 
9 1 
دترمینان ماتریس ۵ خوانده شده آن را با ۳ م ]باه نمایش می‌دهند : 
5 8 
0 9 - 0 8 نب ۵۱| -۵ 
0 
مثال - در زیر دترمینان چند ماتریس ۲ ۷ نوشته شده است : 
۶ ۵ 
۷ ۶ - ۳ 2 ن ح< 
۳ ۷ 
۲ ۳ 
> ۲۷ تب ۱ ۸ ۳ عح< ۱ ۲ 


۷۴ 


۶ ۴ 
۳ ۳ 
باید دو حه داشت که ماتر یس يك حدول آرایش اعداد است" , درصورتی 4 دترمینان 


و ۲ ۳۳۳ 


يك عدد می‌باشد . 


نمرتن 


( تمرینات ۱ تا ۴ را بااستفاده از ضرب ماتریسها حل کنید ) . 

۱- يك کارخانه ازسه نوع سوخت ؛ نفت» بنزین و گازوئیل استفاده می‌کند . اين کارغانه 
در هفته ۴۲۰ لیتر لفت » ۱۰۰۰ لیتر بنزین و ۱۴۰۰ لیتر گازوئیل مصرف دارد . درصورتی 
که نفت لیتری ۵/ ۲ ریال » بنزین لیتری ع ریال و گازوئیل لیتری ۳ ریال باشد » تعیین کنید 
هزین سوخت هفتگی این کارخانه را . 

۲- خانم خانه‌داری از خواربار فروشی محل وم » کیلو کره » يك‌کیلو پنیر » ۵ کیلو 
شکر و ۱۵کیلو برنج به قیمتهای زیر خریدکرد : 

کره‌کیلویی ۲۴۰ ریال » پنیر کیلویی ۱۵۰ ریال » شکر کیلویی ۲۸ ریال و برنج کیلویی 
۵ ریال . 

اگر اين خانم »۵ ریال هزین رفت وبر گشت به يك فروشگاه تعاونی می‌پرداخت » قادر 
بود این احناس را در يك فروشگاه تعاونی به قیمتهای زیر بخرد . 

کره‌کیلویی ۲۲۰ ربال » پنیر کیلویی ۱۳۰ ریال » شکر کیلویی ۲۴ ریال و برنج کیلویی 
۵۸ ریال . 

تعیین کنید اگر این خانم خرید دوم را ترجیح می‌داد » چقدر به صرف او تمام می‌شد. 

۳ يك کارخانه سه نوع رادیوی قابل حمل تولید می کند: رادیو ترانزیستوری يك موج 
( مدل ۸ )» رادیو ترانزیستوری دو موج (مدل 3) و رادیوترانزیستوری‌سه موج (مدلنا) . 
رادیوی مدل ۸ شامل يك ترانزیستور ۰ ۱۰ مقاومت و ۵ خازن ؛ رادیوی مدل ظ شامل ۲ 
تر انزیستور » و مقاومت و ۷ خازن و رادیوی مدل ) شامل ۳ ترانزیستور » ۲۴ مقاومت 
و ه؛ خازن است . ۱ 

هر گاه فروش هفتگی این کارخانه ازسه نو ع رادیوی ۸ ؛ 3 و ب) به ترئیب ۱۰۰ ؛ 
۲۵۰ و هم دستگاه باشد معين کنید مصرف ترانزیستور » مقأومت و خازن این کارخانه را در 


۱- فقط ماتریس ۱ را طبق قرارداد مساوی عدد می فیریم . 


۷۵ 


. م۳ ضربهای زیررا انجام دهید : 


08 0 
0 ۲ 0 ۱ ۲ ۱ 
0 اس 


0 


۵- تعداد سطرها وستونهای هريك ازحاصل‌ضربهای زیررا به دست آورید : 
الف - ماتسریس ۲ < ۳ در چ ۷ ؛ ب - ماتریس ۲ <(۸ در ۲۹ ؛ ج - مأتریس . 


هم ۳ 83 بظ 


۲۳ ۷ در ۲ 2 ۳ ۰ 


ع- ضربهای زیررا انجام دهید ‏ 

۳ ۶ ۰ ۱ ۰ ۳ ۴ وس ۲ | ]۲ ۱ 
؛ 4 » 

"۳ ۳ ۶ ۶ ۲ ۸ ۶ ۲ 


پ 1 - چم 605 0-- 6050 ۱ 
]۶ /؛ » 
پ 605 ه 517 0 ۶ ۰ 5/10 ۰ 
پب درتساویهای زیر مقدار را به دست‌آورید : 
دك 
‌ ۰ | اه ۴| ۵ ۶ | ۲ 
حححد 1 دسسب] 
۱ |۲۱۱۶ 8 ۱۸ *« 
۵ 
۸- درهريك از تساویهای زیر مقادیر ۵ و ط را به دست‌آورید : 
۲ ] 8 ۹ ۳ | ۵ | ] ۳ ۱ 
۳ 9 ۶ ۴ ۶ ۴ ۲ ۲ 
۶ ۲ ۱ 
٩‏ دو ماتریی |[ ]- ۳-۹ ۴۳ و داده شده‌اند؛ نشان دهید 
۲ ۳ ۱ 


که ۸ < ۲32۲ ۸ . 


مش 


۲ 8 ۶ 6 ۱ 4 ِ ۳ 
۶ ابر یجهای 5 ۰ -ه.[, ]| - د. ها ۱ 


شده‌اند > نشان دهید که - 
0( ۷ 1۸ (0 <8) < ۸۵ 


۱- ماتریس |( ۳ < ) داده شده است ؛ هر گاه قرار دهیم ۲ 3 >( 1 » 


ماتریس ۲۲۲ را بدست آورید , 


ماتر یس نقاط 


گفتيم که مانریس کار برد شراوان دارد . حال مي‌خواهيم بعضی از اين کاربردها را در 
هندسه مورد مطالعه قرار دهیم : ۱ 


درصنحه مختصات , نقطه ۸ نظیر زوح مرتب (8۰) ازعددهای حقیقی را می‌توان 
بايك ماتریس ۱ < ۲ به صورت زیر نشان داد : 


۸40۰۵( ." 


5 7 


6)-۳ .0( 


می‌دانيم که يك چند ضلعی.با راسهایش مشخص می‌شود و مختصات هسررأس را نیز با 


۳۷ 


6 ن ۰ ۳4 ط‌ ۰ ۰ ‌ ۰ ۶ ‌‌ 
ماتریس ۱ ۹ ۱ نمایش می‌دهند . بنابراین برای نمایش يك چند ضلعی می‌توان از ماتریس 


استفاده کرد . در چهار خلعی زیر » مختصات رأسها بااستفاده از ماتریی نوشته شده است . 


حال این مختصات را به ترتیپ از ۸ به (1 ستونهای اول تاچهارم يك ماتریس ۴ < ۲ 
قرار می‌دهیم : 


این ماتریس که برای نمایش چهارضلعی تآت۸۳9 به کار رفته است به نام ماتریس نقاط 


۲ ۳- 
خوانده می‌شود. بااپن تر ارداد ماتریس قطر )۸ در شکل فوی بر ابر است با ۱ ۱ ۱ 


مثال - مشلت با۸3_ با ماثریس زیر مشخص شده است , شکل آن را رسم کنید ۰ 


۲ ید ۲۰ 
۳ و ۲ 
ستونهای این ماتریس ازچپ به راست به ترتیب مختصات رئوس ۸ » 3 و :) می‌باشند. 


۷۸ 


۸ 98 ً 


بح[ 


حال نمودار هر نمقطه را در صفحه به دست آورده 
نتاط حاصل را به هم وصل می‌کنیم : 


سر 
۱ 
۱ 
۰ 
۱ 
۰ 
سب 
و اه وا 5 و تا وت ۳ 


تىد یلات و ماثر یسها 


یج ون یی 1 * ]ای دد ارب 
ك 3 
يك ما فریس ۲ 2 ۲ 3« | به صورت زیر : 
8 0 ۲ 
31۳9 8 
8 3 ۰ ۱ 
يك مائریس سئونی جدید عل ۱ ۳ ۱ به دست میآ ید که نظیر نفطله ( "۵ ۰ ۵۳ ) "۳ 


هی باشد . نقطهُ ۳۰ ۱ تبدیل پا تصویر نفطهُ ۲ تحت آد ماتریس می‌خوانند . مافریس 


۲۱ ۰ که ده نام ماتریسی مبدیل جوا نده عی شود همو۰(۱ در مسمبت چپ دو ره هی شود , 
8 


۳ ۲ 
ملد هرگاه ماتریس | ] را به ترتیب در ماتریس نقاط ( ه ؛ ۱ ) ۸ و 
ژ ۱ 


([ ۱ ۰ ) 8 ضرب‌کنيم ماتریس نقاط ۸ و "9 به دست می‌آید : 
۲ ۱ ری 
چا 
۱ 0 ۱ 


۷۹ 


8 هو 

۲ ۳ ۰ ۳ 

۱ ۰1*11 

0 ۱ ۱ 
۸ و 8 به ترتیب تبدیلها 


یا تصاویر نتاط ۸ و 8 تحت مانریس 


[ ۳ بوده و پاره خط 13 ۲-۹ 
9 ۱ 


۲0 ۰٩( ۸ ٩( 


(ه۰ ۳) ۳5 (۰0 ۸۵۸۱ 


تصویر ۸ می‌باشد , 
مثال - مربع(۸۳1 باماتریس 
زیر مشخص شده است : 
٩ 1‏ سب 
لِ اب ٩‏ ۱ ۱ 
تبدیل‌این مربم راته : ماتریس 


سس 1 
1 ۸ به دست آورید. 
۳ ۱ 


طبق آنچه گفته شد » کافی است ماتریس ۸ را در ماتریس ۴ ۲ فوق به صورت زیر 


ضرب کنیم : 


(۴-: ه) 0 


۸ 


چهار ضلعی "۸۱8۰0۲ تبدیل مربع 0 تحت ماتریس ۸ است . بنابراین می‌توان 
گنت ۰ هرماتریسی ۲ ۷ نظیر بكك تبدیل دد صفحه است. 


مائریس تقارن در محور یر ها 

یف ‌ ۱ 

قط (۱ » چ) ظ را درنظرمیگيریم + هرگاه ماتیس |[ | رادرمتریی نله ۴ 
سته ه‌ 


به صورت زیر ضرب کنیم : 


۲ ۳۱- 


ردء ۴) ۳۲ 


(و-» ۴) 


نقطٌ جدید ( ۴۰-۱ ) بانقطةٌ مفروض دارای يك طول بوده ولی عرضهایآنهاقرينة 
یکدیگر می باشند ۱ چنین دو نقطه‌ای را قرینة یکدیگر نست به محور * ها می‌نامند . در زیر 
قرینه‌های نقاط ( ۲ -- » ) و( ۲۰۳ ) به همین طریق به دست آمده است : 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
ات تست تست تسه 


لب ,]لب نا 
لب]-لباتل با 


۰ ۱ 
ه خر کلی هگاهماتریی | ۱ ماتریی تقطة ( »> ) ظ به مودت زو 
وت 


خرب کنیم ۰ قرینغآن نقطه نست به محور 6 ها به دست ميآید : 


اس ید زب با 


۳),-۷( 


‌ ۱ 
۱۳ ۱ به نام مانریس تقارن در محوز جرا وا دده مي‌شود ۰ 
1 ۰ 


مثال - مثلث :)۸9 باماتریس زیر مشخص شده است ۰ 


7۲ :۱ 
۱ 1 ( ستونها از چپ به راست به ترتیب متناظر با مختصات »9و6 
۳ ۳ .۱ 


می‌باشند ) قرینة اين مثلث را نسبت به محور ۶ ها به دست آورید . 
۰ ۱ و ع فد 
طبق آنچهگفته شد» کافی است ماتریس ۱ ۲ را در مانریس فوق به صورت 
زیر ضرب کرد : 
00 ۸ 
وس ۲ ۳ 1 ۱ 
- ۷ 
۳ ۳ ۱ و ۶ 
بم 8۱ ۳۹ 
1 ۱ ۱ 
اس ۳ 
ماتریی حاصل » ماتریس قرینه مثلث 
ن۸۳۵ نست به‌محور 2 هاست . 


ماتریس تقازن در محور مها 
نقطه ( 7 » * ) را در صفحة مختصات 


۸ 


درنظر گرفته» ازاين نقطه عمودی برمحور ‏ ها 
فرودآورده» این عمود رابه اندازء‌قدرمطلق‌طول 
نقطه ( شکل‌مقابل) امتداد می‌دهیم» نفطذ به 
دست آمده( ۷ » ۷ -) با نقطه مفر وض‌هم عر ض 
بوده ولی‌طولهایآنها قرین یکدیگرمی باشند . 
دو نقط ( ۷ ۰ ) و ( ۰۷ - ) را قرینة 
یکدیگر نسبت به‌محور ۲ ها می‌خوانند. برای 
پیدا کردن ماتریس تقارن در محور 7 ها باید 
ماتریس مربعی را پیدا کردکه اگر آن را در 


2 کنیم ۳ 
۱ ]ذرب 0 ۱ به‌دست‌آید۱ 
/ 1 

۰ 
فرض کنید 1 ِ ماثر یس مطلوب باشد بایدداشته باشیم : 
سب ۷ 9 8 
سس ۳4 
ل, )لیا له ما 
۱ ۱ 0 
این تساوی بر ای تمام نقاط صفحه در نتیحه بر ای ۱ ۳ ۱ نیز درست است ۰« 
‌ ۱ ۱ 
1 ]- ]ده | 
9 5 ۰0 ۷" 1 
۰ 6 09 8 
ل 5 ل ۵ 1 ۱ 
از ضرب ماتریسهای طرف چپ هريك از اين تساویها حاصل می‌شود : 


9 ظ سب ك 
[]-امادل. ]ها 
۱ 0 ۰ ً 
که طبق تعریف تساوی دوماتریس به دست می‌آید : 


<< 0 ؛ و6 ؛ وتا 4 و سح 8 


0 جح 
در نتیجه مانر یس تقارن در محور 7 ها برابر می‌شود با : ۲ ۱ 


۱ گاهی اوقات به ماتریس نمطه خود نقطه اطلاق شده است . 


۸4 


تهرین - با استفاده از همین روش باتریس تمارن در محور «ها را به دست آورید . 
مفال - چهار ضلعی (آن۸2 با ماتریس زیر مشخص شده است : 


۲... 1 
۳ ۲ ۱ ۲ 


ماتریس قرينة اين چهار ضلعی را نسیت به محور ها به دست آورید . 


۰ ۱ سییر 
کافی است ماتریس ل ۱ ۱ رادرماتریس‌چهارضلعی فوق به صورت زیرضرب کنیم. 


۳( "ر) . . ۸ ( ۶ ظ ظ 


۴ ۶ بسن ۰ |-1 ۳ ۳۴ ال ۳0 
۲ ۱ ۲ ۳ ۲۳ ۲ ۲ ۳ ۰ 


ماتر یس تقادن در میداً مختصات 9 خطوط 2 9۱۷ 0 - -- ۷ 
باروش متشایه آنچه درتعیین ماتریس تفارن نسبت به محورلاها گفته شد به‌آسانی‌می‌توان 


ماتریس تقارن در مبداً مختصات يا خطوط *-- ۷و *---۷ را ببه دست آورد . در زیسر 


مانریسهای تقارن نسبت به میدا مختصات و این دوخط نوشته شده است ۰ 


ور 


ن‌ هك 
ماتریس تقارن درمیدا مختصات ۰ ۲۱ ۱ 


اس و 


6 
ماتریس تقارن در خط اس 7 .۰ ۲۱ ۱ 
۱۰ 


0 


وت و 
ماتریس تفارن در خط >ر- < ۷ : ۱ ۱ 
9 


به عنوان تمرین درستی مطالب بالا را تحقیق کنید . 


ماتریس دوران 
قبل‌ازپیدا کردن ماتریسی که نمایش دورانی حول نقطة 0 و به اندازء "و درخلاف حهت 
حرکت عقربة ساعت باشد » توجه شمارا به نکات زیر جلب می‌کنیم : 


۱ 0 9 8 
هر گاه تبدیلهای‌نقاط "۳ و " را تحت ماتریس‌مر بم 1 0 به دست آوریم 


خواهیم داشت : 


۱ 0 8 
یعنی تبدیلهای نقاط "۳ و "۳ تحت مائریس مر بح 1 ۱ به‌تر تیب عبارتند از 


ستونهای اول و دوم این ماتریس , از این خاصیت برای به دست آوردن ماتسریس دوران 
استفاده می‌شود . 

در شکل زسر » تقاط ( ه 1 ۸ ) "۳ و ( ۱ ۰ ۰ ) 0 و تیدیلهای آنها پس از دوران "6 
حول میداً مختصات یعنی "۳ و 4 نشان داده 
شده است . در اینجا دیده می‌شود که نقطة 


۱ 
۱ ۱ پس از دوران "م حول نقطه ۵ به نقطُ 


:۵ 05 
۱ ۱ تبدیل می‌شود . 


۵۶ (7۲ک 


(طبق تعریف سینوس و کسینوس درمثلث قائم الزاویة "011۳ که وتر آن واحد است.) » 
که طبق تساوی (۱) ء ستون چپ مانریس دوران را تشکیل می‌دهد . همچنین نمّطة ۳ 
۱ 


۸۵ 


بل 8/۶ سب 


پس‌ازدوران "2 حول مبدا مخمات به نتطة [ | تبدیل می‌شود ( طبق تعریف 


:۵ 605 
سیئوس و کسینوس در مثلث قائم‌الزاویه 11 با وتر واحد و در نظر گرفتن جهت ) که طبق 
تساوی (۲) منون راست ماتریس دوران را تشکیل می‌دهد. بنابراين ماتریس دوران حول 
نعط 0 و به اندازمٌ ع برابر است با : 
:6( - 6059 
ات سس 
اگر به‌جای :6 زاویة ۳۰ قراردهیم» ماتریس دوران حول مبداً مختصات وبه‌اندازة ۳۰ 


۳ 
۰ تست 605۳۰ ۱ ِِ 
۱ ۳ ح أٌ ۲ ۱ سب مانر یس‌دورال هم حول میدا در حهت هدبت 
۷ ۱ ۳:۳۰( ۰ 11۳ 
۲ ۲ 
نمرین 
- در زیر چند ماتریس تثارن درمیدا مختصات » محورها و خطوط اه ۷ و ۶ ده ۷ 


۱ ء 7 ۰ 
نوشته فدماست . هرکدام از آنها را با اسم مشخص‌کنید . ( متا" ۱ , ماتریس 
7 هه ۱ 


تقارن در خحط رح ۲ است ) ۹ 


ال ایا 


۲- هر کدام ار تساویهای زیررا تفسیر کرده » توضیح دهبد که درهر تساوی قرینة يك 
نقطه نسیت به چه خط یا محوری به دست آمده است : 


]یا ال الا 
دا ال ابا 


و 


۳ با استفاده از ماتریسها قرینة هر کدام از نقاط زیر را نسبت به خط یامحور داده شده 
به دست‌آورید , 

نقطه ( و » و ) نسبت به خط ۷ بح ؛ نقطه ( ۷۲--۳۸) تسبت به محور لها 
نقطهٌ ( ۲ » ع ) نسبت به خط ۷ ۷ ؛ نقطهٌ ( و ؛ ۲- ) نسبت به «بداً مختصات ؛ نقطه 
( ۵ »8 ) ذسبت به مور ها , 

۳- درزیر يك نقطه و تصویر آن داده شده است . مائریس مربوط به هرتبدیل را 
پیدا کرده باعمل ضرب درستی آنها را تحقیق کنید . تصویر نقطهٌ ( ۲--» عر) عبارت است از 
( ۶ » ۲ ) ؛ تصویر نقط ( ۰-۲ ع ) عبارت است از ( --۰ ۲ ) تصویر نقطٌُ (۱۰) 
عبارت است از ( و - » ه ) » تصویر نقطة ( 0 ۰ 8) عبارت است از ( ۵ ۲ ) » تصویر 
نقطه ( و -؛ و ) عبارت است از (۵ -؛ ‏ -) . 


۲ ۵ رب دا ۳ .۲ ۶ 
ه- مطلوب است تعین : الف - ترینژمثلث | نسیت پعمعور ما 
۸ "#۰ 


۱ ۱ ۳ ۴ و۵ 
ب - قرینه چهار ضلعی 
۱ ۲ ۳ ۱ ه 


۸ مسبصه 0 ۸ سس 
۱ | نسیت بهخط هل 
وت و ۶و 


۶ ماتریسهای دوران حول مبدا محتصات را برای هريك از زوایای صفر درحه » ٩۰۳‏ 


| نسیت یه معور نما ج - قرینه مثلث 


و ۸۰ بنویسید , 


۷- تصویر نتطه ( ۳ ) را تحت هريك از دورانهای "۴6۵ ء "۰ع و "وه در 
حول مبداً مختصات به دست آورید . 

۳9 ۸ ماتریس دوران ۳۰۴ و 8 ماتریس دوران ۴۵۲ حول مدا مختصات باشند 
ماتریس 9 < ۵ نمایش چه دورانی خواهد بود , 

۹- تصویر نقطه ( ۱ ۲ ) را تحت هريك از دورانهای ۷۵ ۰ ۰۱۲۰۲ ۲۴۰۳ : 
"۳۵ حول مبداً یه دست آورید . 

ه (- تصویر نقطهٌ ( ۰-۲ ی ) را نحت هريك از دورانهای "هو و ۲۱۰۳ حول مدا 
مختصات به دست آورید , 

۱- تصویر هريك از چند ضلعیهای زیر را که با ماتریس نشان داده شده‌اند » تحت 


دورانهای خواسته :ده به دست آورید : 


۳ مد ۲ ۸ 2 
مثلت نحت راویه ۲۷۰؛ چهاز ۳ 
۲ ۲ وس وت ۲ ۲ 


۸۲ 


۳ 


نحت زاویه ٩۰‏ ؛ چهار ملعی ۱ ۱ تحت زاویه ۳۲۰ مشلث 
۳ ۳ ‌ 


۹ ۴ ۳ : 
ا تحت زاویه ۸۰ 
۷ وت ۱۰ 


۷ نقطة دلخواه ( ۲ »۰ ) از صفحه را حول مبداً مختصات و به اندازهٌ "6 دوران 


داده تصویر آن را ( » »< ) می‌ناميم ؛ با استفاده ازماتریس» ‏ و ۷ را پرحسب او لو 
نسبتهای مثلثاتی زاویة دوران » محاسبه کنید . ۱ 
س ۱ هر گاه به‌نقَطةه ظ دو دوران متوالی وهم جهت حول نقطهٌ 0 » یکی به‌اندازهُ 6 
و دیگری به اندازهٌ "6 دهیم » نتط ۳ در همان جهت و به اندازه 61-8 حول 0 دوران 
خو اهد کرد » با استفاده از این مطلب به نقطه ( » » ۱) دو دوران متوالی و 2 حول میداً 
مختصات می‌دهیم با كمك ماتریسها نشان دهید که : 
"0 :51110 60967 "وت د ( + 05)6» 


1 6050۶ + ومع دزی ع ( ۲-۵0٩‏ 0) 57 


٩ ۰‏ 2 
] 
هريك از ماتریسهای زیر را به‌طور حداگائه درماتریس فوق ضرب کرده روی یك‌دستگاه 
مختصات شکل حاصل را درهرحالت باشکل اصلی مقایسه کنید . 


ل با با با ام ال با 


ع (-ماتریس مربع 0۳۴ برابر است با : 


۸4۸ 


فصل ۳ 


بردار 


يك قایق پارویی ابتدا در نقطهُ ۸ بوده۲ پس از يك دقیقه به وسیلهٌ حریان‌آب رودخانه 
به تقطة ۸۵۳ برده می‌شود (شکل زیر) . قایق پارویی دیگری در لحظه حرکت قایق اول در 
نقطهُ ظ بوده پس از يك دقیقه به وسیلهٌ جریان آب به نقَطٌ "2 می‌رسد ( جریان آب یکنواخت» 
مسیر مستقیم » پاروها متوقف وتایتها متشابه فرض شده‌اند ) . 


حر کت هر یك از قایتها یک پارعط جهت‌دا« را نشان می‌دهد . این پاره‌خط مستقیم 
بوده نقطة شروع حرکت قایق مشلا" ۸ را به نِقطة نهایی آن ۸۵٩‏ وصل می‌کند . بنابر این 
جهت هرپاره‌خط نشان می‌دهد که قایق در کدام جهت تغییر مکان داده است . در مشال بالا 
شباهت بین دو پاره‌عط به طور روشنی نمایان است . این شباهت مربوط به این حقیقت است 
که وقتی قایق اول از نقطهُ ۸ به طرف ۵ حرکت می‌کند » فایق دوم نیز در همان لحظه ودر 
همان جهت شروع به حرکت کرده در لحظه‌ای که قایق اول به ۵۳ می‌رسد قایق دوم نیز درنقطةٌ 
"3 خو اهد بود . هريك از پاره‌عطهای جهت دار ۸۵ و "88 ء که از اين به بعد آنها را به 
سببب بپصپسپبپبپبپبپببببببپ ص۳۳ 

۱- درحقیشت يك نقطه از قایق در ۸ است . 


۸۹ 


صورت» ۸۸ و 88 نشان می‌دهيم ؛ برای مشخص نمودن حرکت مزبور کافی می‌باشد. 

در مغال فوق» تحت شر ایط ذکرشده اگر قایق از نفطهٌ ۵ یا 8 یا هرنقطةٌ دیگر رودخانه 
حر کت کند » واضح است که پاره‌خطهای جهت داری که نمایش حرکت این قایق در طول مدت 
يك دقیقه می‌باشند موازی» هم‌جهت ودارای‌طو لهای مساوی‌بوده یعنی هم ارزخواهند بود. طبق 
آنچد گنته شد می‌توان گنت که : یلك پاده خط جمت‌داد است هرگاه يلك مرن به عنوان ابتدا 
و سر دیگرش به علوان ۱ثتیها در نظ گرفنه شود؛ , همچنین » دو پا(مخط ۸۸۲ و "939 دا جر جفحه 
همجیت گویند هرگاه حطوط ۸۵ و 91 مواای بوده" و هردد در يك طرف خط ۸ داف باشند . 
پاره‌خطهای موازی » هم‌جهت و هم‌طول را همادا می‌خوانيم . در حالت‌کلی : دد پارهعط 
۳۹ و 28 همارز هستند از و قاط از چهادضلمی با ۲۹۱۰۱۰ متوازیالاخلا غ باشد . 


حال رابطةٌ « هم‌طول و هم جهت بودن » را در مجموعةٌ پاره‌خطهای جهت‌داز صنحك 2 
در نظر بگیر ید » به سادگی می‌توان نشان‌دادکه ایندا بطه دادای‌خوا ص با زنا بی» تقادن و فرایا هی 
بوده وبا برایی یلك زا بطه هم‌ارژی است. درئنیجه این رابطه مجموعه تمام پاره‌خطهای جهت‌دار 
سس سس سس سس تست تس سس سس 

۱- هرگاه ۸ و 3 دو نقطه از صفحه باشند » پاره‌شط جبت‌دار ۸8 را پسه صورت زوج 
مرتب (ظ » ۸ ) نیز نشان .ي‌دهند ۰ 


۲ انطباق را نیژ حالعی از توازی می‌ گیریم : 


و ۹ 


فیح 7 را به دسته‌های هم‌ارزی افراز می‌نماید . ان دسته‌های همارزی به نام « بردادها» 


جوا نده هی شو ند ۰ 


بلگ دسته هم‌ارزی يك دستة هم‌ارزی پكیستة هم ارزی 


منظود از ود«[۸3] دستة ههاازی پامعطهای جهت دازیاست که با پازهعط 28 همارز 
می‌باشند. برای مهولت برداد [۸13] « با ۸.13 نمایش ۹ 
۸ را ابتدا و ظ را انتهای ۳ 2 می‌خو انند . هرگاه۸9 و 2 متعلق به يك دسته 


_ 8 
و می‌خوانند بردار ۸۵ مساوی‌بردار 


5 0 ی | 
([1) است . 
در شکل رو به‌رو مثاله‌ای بیشتری ۸ 
0 


بر ای‌روشن شدن مطلبذ کر شده است ؛ 
فرض کنید جر , 3 و اآ] نقاطی 
از صفحه باشند که برای آنها داریم 
بت چب 
0 -- ۸8 شکلهای‌رو به رو حالاتی که 
هنت یت 
و نزن 
متعلق‌به يك دستة هم‌ارزی می‌باشند 
را نشان مي‌دشند ه 


یك دسته‌هم ارزی 


هر گاه بخ اهیم نشان‌دهيم که8 ۸ 
و لان) متعاق به‌يك دستهة هم ارزی 


نیستند می‌نویسیم : 


0 سب 3ج 


۹1 


این مطلب در شکلهای زیر مان داده شده است * 


5 


8 
0 ۸ 
۱ 0 
0 ۱ : 6 ۱ 
7 ۹ ح 
۸۵ 
۸ ۳۹ 
0 8 
0 
3 


‌ 


به طور متشابهی اگر ۸۸ » ظ ۰ » (1 و ظ 
تقاط مغروضی نت باشند طوری که ۰ 


00-8 - ۸3 
دراین صوزت ممکن است آنها را به صورت 
رو به رو نشان داد : 


اماآتها را به‌صورتهای زیر نمی‌تو ان نشان داد ۰ 


۴ 
5 
۳ 8 8 
۱ با 
: ۸ 0 
۸۵ 
3 2 


نمایش بردار 
طبق آنچه گفته شد » رابطة هم‌ارزی « "هم‌طول وهم جهت بودن » ۰ دز محموعه خطوط 
ارری افر از می‌نماید . ما کلمب4 بر دارها را 


حهت‌دار صفحه ؛ این مجموعه را به دسته‌های هم 


بر ای این دسته‌های هم‌ارزی پاره‌خطها به کار برده هردسته هم‌ارژی را با [ ۵ ] ؛ ۰ با[ * ] 


1 


نمایش می‌دهیم : 


۰ ی 4 ۳ س نت 

نمایند؛ دسته هما«زی [ ۵ ] ۱ با ۵ نمایش داده وقتی می‌گوييم برداد ۵ منظودمان 
همین دسته هماد(ی [8] است. د«وشو است که ددایك دسته همادزی هرکدام ازپبادهعطهای جهت‌د۱۱ 
همکی است نمایندة این دسته باشد. 


از آنچه گفته شد نتیجه می‌شود که ۰ 


بر دار مکان ونمایش ماتریسی آن 

شکل رو به‌رويكدسته بردارهای‌هم ارژ را 
در صفحة مختصات نشان می‌دهد ۰ 

همان‌طور که گنته شد هسرکدام از این 
پاره خطهای جهت دار ممکن است به عنوان 
نماینده‌این دسته هم ارزی انتعخاب شود, برای 
سهولت اين نماینده را 0 یعنی برداری که 
ایتدای‌آن مبدأً مختصات است می‌گیریسم . با 
این ترتیب همواره می‌توان نقطهٌ ابتدای‌بردار 


لس 
دلخواه ‏ را مبدا مختصات فر ی نموده » 
در نتیجه آن را بامختصات نقطهٌ پایانش در صفحه مشخص کرد . ازطرفی می‌دانید که مختصات 
لفط ۲ در ۰ ه با زوج مرتب (۲ ۵۰ ) که درآن 8 طول و 0 عرض نقطه است نمایش‌داده 


۳ 


می‌شود . باتوجه به مطالب گفته شده 
می‌توان گفت که : 

«رنقطذ ( 2 ۰ ۵) ۲ دد جفحهيك ‏ 
و تیما ك برداد ثل ]0 و هریردد مثلل 
فقط وفقط يك نقطه «ا دد حفعه 
حشخص می‌ساژد . 

برداد 601 به نامپودادمکان نقطة 8 
خوانده هي‌شود . 

در ماتریسها تست د 
هر نقطه از صنحه مثل ( ۰  )6‏ را ۱ 
می‌توان بايك ماتریس ۱ > ۲ به صورت 


زیر نشان داد ۱ 
۱ ۱ 
0 


این ماتریس را نمایش ستونی‌بردار 
۳۹ 
۳ خوانده و با به طور خلاصه کنته 


۲8 . 
می‌شود "۳ يك بردار ستونی است و 


می‌نویسند ۰ 
8 ست 
| ]- 0۶ 
9 


همچنین مختصات نقطةٌ 2 را می‌توان‌بايك ماتریس سطری به‌صورت [ ۲ ۵ ] نمایش‌داد : 


شست 
در این صورت گفته می‌شود ۵۲ به طریق ماتریی سطری نشان داده شده يا به طور خلاصه 
بت 
[ 9 ۵ ] يك بردار سطری است . ومی‌نویسند ۰ [ ظ ۵ ] عه 0۲ 
شسی 
و 9 را مژلنه‌های بردار 0۳ می‌خوانند طبق آنچه گفته شد می‌توان گفت که ۰ 
هربرداد ۱ عی‌فوان بایك حافریسی ِ پاستونی نشان دادا , 


۱ و 
نیرو با خبط نیر و به کار می‌روند کار نداریم , 


۱۳ 


تساوی دوبردار ستونی باسطری 
دو بردار ستونی ً, 8 و اه مساویند اگر و فقط اگر ,تاعد ,۵ و 
و 


۵۲-۲ . این مطلب در مورد دو بردار سطری [ 87 8 ] ۳ [ 0۲ 0 ] 1 
یز درست است ۰ پس : [ (ب-:۸)۵/(تاتره) ] جمه نا مت ها 

بردار و انتقال 

مجدداً تایقهای پارویی روی رودخانه را درنظر بگیر ید که دريك زمان معین درنقاط ۸ و 
3 بوده پس از يك دقیقه به وسیلة 
جریان رودخانه ( پاروها نسلا" 
متوقف است ) به ترتیب به نقاط 
"۵ و 3 برده شده‌اند , 

از نطر ریاضی جریان 
رودغانه رامی‌توان به‌متژلهاثر يلك 
تبدیل۱ درنظرگرفت که نقطة ۵ را 
۱ به "۵ و 3 را به "2 برده است , 
اپن تبدیل به نام اثتفال خوانده می‌شود. هريك از بردارهای ۸۰ یا 88 را می‌توان نمايندة 
این انتقال گرفت . بنابراین می‌توان گفت که : 

هربردار نظیر يك انتقال است د برعکسی هرا تال يك برد (۱ مشخصی مي‌سازد ویا به‌طور 
کلی‌تر: یش بردادنما بش انتفال تمامنقاط فضاست ۳/۳ و 2 .. . نمابشهای همارزایی! نتفای 
می باشند . ۳ 

در زیر بردار ۸۸ با انتقال بك جسم صلب نشان داده شده است : 

سس سل 


(- يك تبدیل دد صفحه عبادت است‌ازيك نایم که درمجموعه نقاط صفحه تعر‌یف شده است, : 


۹۵ 


مثال ٩‏ - انتقالی در نظر بگیریدکه هرنقطه از صفحه را ۳ واحد به موازات محور ها 
درجهت مثبت» تغییر مکان می‌دهد . بردار مکان این انتقال را مشخص نموده تعیین کنیسد این 
انتقال نقطهُ ( 0 ۰ ۵ ) ۸ از صفحه را به چه نقطه‌ای منتقل خو اهد کرد , 
طبق آنچه گفته شد بردار 
محان این انتقال برابر است با . 


ا أسفه (۸40+۳۰ ۱ ( ۸2 
۱ 1 / 


و چون بردارهای ۹ و 0۳ 
يك انتقال را نشان می‌دهند پس 
مختصات ۸٩‏ برابر ( ۵ 8+۳۰ ) 
خو اهد بود,به‌عبارت دیگر » انتقال 
مزبور نقَطهُ ( 0 » 6 )۸ را به‌نقطهٌ ( ۵ ۵4-۳۰ ) ۸٩‏ منتقل می‌نماید . 

مثال ۲ انتقالی درنظر بگیرید که هرنقطه از صفحه را واحد به موازات محور ها 
درجهت مثبت و ۲ واحد به موازات محور ها درجهت منفي تغییر مکان دهد. بردارمکان این 
انتتال را مشخص نموده تعیین کنید این انتقال نقطهُ ( 0 ۰ ۵ )۸ رابه‌چه‌نقطه‌ای منتقل‌خواهد کرد. 

طبق آنچهگفته شد بردار مکان این انتقال برابر است با ۰ 


۳ چبب 
۲) 
< 


(«-( ,جبح ۸۵ 


4 بت ات ات ی بت خ0سسی: 


و 


ب چب- 
دو بردار ۸۸۳ و 1۳ متعلق به يك دسته هم‌ارژزی بوده هردو يك انتقال رانشان 


۹۶ 


می‌دهند . در نتيجه مختصات ۸ برابر است با (۲ -جا »8-۲-۳) . یعنی انتقال مزبور نقطهٌ 
0 » 8) را به نقطة 9-۷۱ 84-۳) منتقل می‌نماید . 


جمع بر دارها ۱ 

قایق پارویی رامجددا] در نظر گر فته ؛ فرض‌کنید موقتا هیچ نوع جریاتی در رودخانه‌و جود 
نداشته باشد . روشن است که قایق بدون حرکت خواهد ماند . هر گاه سرنشینان قایق به طور 
یکنواختی در جهت معین پارو بزنند مادام که جریان و جود نداشته باشد قایق درجهت پاروها 
حرکت کرده نقط ۸۵ پس از يك دقیقه به نقْطهُ 8٩‏ خو اهد رسید . 


8 مسیر قا بق و قتی جر يان و جود ندارد 
در امتدادپاروهاست 


حال فررض کنید پازوها متوقف بوده ورودخانه به طور یکنواختی جریان پیدا نماید . این 
حریان پس از يك دقیقه نمطه ۵۸ رابه اش خواهد پر ۵ , 


مر 


هسیر قایق وقتی پاروهامتو قف‌است 


۷ 


اگر رودخانه به طور یکنواختی حریان پیدا کرده سرنشینان قایق نیز درجهت معین پارو 
پزنند آن‌گاه پس از بك دقیقه هرنقطه از قایق به وسیل جریان آب به يك طرف و به وسیلةُ 
پاروها به طرف دیگر کشانیده می‌شود , بنابراین نقطه ۸۸ تحت اثر جریان رودخانه به‌طرف "۵ 
وتحت اثر پاروها به‌طرف "19 کشانيده می‌شود » ولی عماه" دیده می‌شود که نقطة ۸ درامتداد 


طه حر کت کرده طوری که چهار ضلعی "۸۵88 يك متوازی‌الاضلاع می‌باشد . 


چت... ‏ پیت چس چست هت 
حال اگر بردار نظیر پاره خطهای "۸۵ و 8 را با ه و بردار نظیر "۸۳ و ۵۳8 را با 
پ ۱ ۸ 
نمایش دهیم خواهيم داشت : 


ومد تست طت- 
)۱( ۳ -- ۸۲ ۸ -- 8 


چب چب چ. 
() ۸8 --ظ۸ سد ط 


هسیر قایق یعنی ۸ بردار دیگری مثل بِ را مشخص می‌کند که آن را مججی ۶ ۳ 9 
۳ 
تا می‌خو انیم : 

هه چت._ وت 
(۳) 6 عد تا 4 8 ۱ 
باتوجه به تساویهای (۱) و (۲) ».تساوی (۳) را ممکن است به صورتهای زیر نوشت: 
هچب بست سس 
الفب ۰ ۸3 -_ 13 شر ۵۲4 ای تساوقی به نام قا فون هقوازیالاضلا ع واگ جسحخ بردارها 


۹۸ 


ِکكصث‌" بت چبب ۱ ب 
خهوانده مي‌شود . زیرا "و ۵ دو ضلع مجاور متوازی‌الاضلاعی است که ۸ ( مجموع 
دوبردار ) قطرآن می‌باشد . ۱ 
بت بت چیه وب بب چب 
هت چیه بت چست 
رای جمع پردادها خوانده می‌شود . زیر | ۸۵۸ و ۸۳8 یا "۸8 و ظ۳ظ دو ضلع مثلثی هستند 
و 8 
که ضلع سوم‌آن ( مجموع دوبردار ) می‌باشد , 
ب بب 
درصورتی که ۵ و ۵ متقاطم نباشند : 


در این صورت برای به دست آوردن 


بت چب چت ۱ 
0 4 8 نماینده هبای دیکری از [ ۵ ) و 
۳ ۳۹ 
ز 9 ] به شکل زیر انتخاب می‌کنیم : ۱ 4 
۱ از نقطة دلخواه صفحه به ترتیب دوپاره 
خط ایا و ۶۳ را هم‌ارز ۸ و نآن) ( پاره 
خطهای متتاظر با 8 و ) سم تن کی تامثلث پرداریجموع با دوپیکان نمایش داده شدهاست 
۳ به دست آید ۰ 


در اینجا طبق قانون مثلث برای جمع بردارها دازیم ۰ 
بت نت نت 
(۱) 8۳ 1-6۳ ۸ 


ع 


۱ وت فت.... ‏ چبت چنسه 
ازطرفی ۰ (ان) عد "2۳) و 3اظ < 06 
اگر در تساوی (۱) به جای 02 و 2۳) هم‌ارزهای آنهارا قراردهيم خواهیم داشت : 
سب _ تت 
و یاه 
بت سس ِ 
00-۳ ۸9 
ِ ی ۱ بت وت 
تساوی اخیر به سادگی نشان می‌دهد که 27 مجموع بردارهای ۵ و 9 است . 


هت هنت ۱ 
هر گاه ۸۵20 و (1-) روی يك محور به صورت زیر باشند : 


0 ۰ 0 » 


۹۹ 


نت ...سس 
آن گاه ۸3-4-01 مساوی چه بر داری خو اعد بو ۵ ۹ 


حمع بردارهای سطری يا ستونی 
دوبرداریکان |" 9 
۲ [ صقر نظیر دوانتقال 
گرفته فرض کنید این‌انتقالها به‌طور 
متوالی در نظر گرفته شوند ( اول 
انتقال 0۸ و به دنبال آن انتقال 


8 ) . از ترکیب این دو انتقال 


متوالی » انتقالی به دست می‌آید 
که ۳ از ۵ ببه ۲۷۳ بوده با 


- 2 
7۲ مشخص می‌شود . به عبارت دیگر : 


چسه هت هب چ. _ 
() 08 - 0۸08-0۸1۵8 


اما درشکل دیده می‌شود بر ای این که از مبدا مختصات به نمَطه "8 برسیم اپتدا باید ن 
واحد روی محور ها درجهت مثبت و ۴ واحد به موآزات محور ها به‌طرف بالاحر کت کنیم . 


بان ۵ ] ج 
یعتی بردار مکان نقطة "9 برابر است با ۱ ات اکنون با توجه به بردارهای ستونی 
۰ هه هب ۴ 
۸۵ و 08 و "3ل) » تساوی (۱) به‌صورت زیر نوشته می‌شود: 
۵ ۴ ۱ 
ید سب 
۳ ۱ ۳ 
یعنی ؛ ۵ جح بردادهای ستو نی «ولفه‌های متناطر 1 نبا باهم جع هبي شود . به عبارت 
+۵0 جاس 7 چت 
دیگر » ۳ 8 ۱ ال آن‌ گاه داريم ۰ 
یگر ۳ درد , آن گاه داریم ۰ 
1 ز ز + ۳1 سب 
- ح 8 
۲ 8۲-1 0 8 4 


این مطلب در مورد دو بردار مسطر ی [ 8 ۳3 ۳ و |[ ,ط ۱3 ۳ نیز 


دز میا ات ۰ 


| هداعلا اجه عادو بو 


خواص جمع بردارها 
بت بت یت 
داد . در شکل زیر » بردارهای ۵ » 9 و » داده شده‌اند . بر ای به دست آوردن مجموع این 
چت... چت 5 
سه بردار » ابتدا می‌توان با استناده از قانون مثلث » مجسوع د ۵ را به دست اورده 
چسته نتسه وب 
سپس  (‏ + 8 ) را بهمنزلة يك بردار گرفته‌طبق‌همان قانول مجموع‌آن را با 6 حساب‌کرد . 


ب یت چب 
در شکل زیر »6 4( -د4 5 ) نشان داده شده است ۰ 


هت وب 
مجموع فوق را بدین ترتیب نیز می‌توان به دست‌آوردکه ابتدا ( 6 +4 0 ) را حساب 
خی 
کر ده » سپس طبق قانون مثلت ه مجموع این بردار را با 6 به دست آورد . در شکل زیر 


چت.. ‏ شب هت 
( ۵ لد 9 ) ل ۵ نان داده شده است * 


2 


۱۰۱ 


۳۳۳۳ 
درشکل زیر هردو حالت باهم. درنظر گرفته شده است ‏ ۱ ٍِِ 


ار 


۰ توب 
درهرصورت مجموع سه بردار برابر 158 بوده داریم : 
یت چب بت وت شت کت چت 
( 4 ها ) 4 6 ص اد ۷۰( 4 ۵ ) 
ویا ۰ 
ات چسه پبب. ‏ چب چستد... نت 
رء + )4 ه ع< ه +۲( + ) 
بت چتب چب 
ایو تسادق که براق همه برداز ۵ 0۰ 6 ن( مجمو۹ رده درست می باشد ۰ بهنام 
حاصیت ظرکت پذ ری چب( پردا(ها وا نده هي شود ۹ 
از حالا به بعدمی‌نویسیم : 
چت هت چتت نت نت لته 
ود (و + و) س (0 + 0) + و < 0۵ + ۵+۷0 
زا ی ۳ مب بت ۳ بردار را عوض کنیم » 
در مجموع آنها تغییری حاصل نمی‌شود ۰ 


ارت 


۱۰ 


در حقیقت می‌توان مخلت ۳۳(] ۴ لغزانده کنار مثلت 
00 به‌صورت رو به‌رو قرارداد پس : 


تچ هت وت 


چت. چسه 
ایو قساوق‌که بای هرده برداد ۵ و 0 ددمجموعة پردادها ددرست مي باشد ۰ به نام خاصپت 
جا بجاپی جمم پودا(ها خوانده می‌شود .۰ 


طول یات بردار» بردار یکه؛ بردار صفر 

پاره خط ۸3 را درنظر گرفته بردار نظیر آن را ب ۵ نمایش می‌دهیم. بنابرتعریف منظور . 
ازطول بردار ۵ طول پاره خط ۸8 است‌کهآن را با | ۵ | نمایش می‌دهيم. هرگاه ۱ سع ۵ |: ۵ 
را بردار یکه و اگر ه - آه| آن را بردار صفر می‌نامند! . بردار صفر را معمولا 0 نمایش 
داده‌آن را به عنوان دستهٌ هم‌ارزی شامل پاره خطهای مه ۰58 66 ,۱00 رن تفن 
پاره خطهایی که ابتدا و انتهای آنها یکی است درنظر می گیرند : 


۳ 
۶۵ - 0 


چون ابتدا و انتهای بردار صفر ممکن است مبداً مختصات گرفته شود » پس ۰ 


چ 
روشی است که هر گاه ك بر دار مفروضی باشد داریم ۰ 


چب : : 
ی عضوبی اهر چویع درمچیوعه پردا زها ناهیده هي شود . 


۱- گر چه امتداد دجهت يك‌برداد صفر تعر‌یف نشده است, دلی ما هر تك نقطه مانند۸ دا 
پردادی تعریف می‌کنيم که طولش برابر‌با صفر دابتدا دانتهایش بر منطیق باشد . 


ار 


۰۳ هه 
طول بردار ۳ » هر گاه ای 8 طبق (۱۰۳) م 
۲ 
تضیذ فیثاغورس از مشلث قائم‌الزاویذ 014۳ 


به دست می‌آید : 


تست 

۲-۷۲,ا ع ۲| ك ۱ 

یساس 7 

| ۵ << ۱۲۲ 

سردار وآدون - طبق آنچه راجم به پردار صفر گفته شد می‌توان نوشت۱ ۰ 


۸ ۸۸۸۸-۸۸-0  )( 


چ ب چب وت 
۸۸-0 ۸۸۸۲+۵۵ 


۸ 
دوبردار "۸۸ و ۸" :۸ که مجموع آنها برابرصفر است وارون‌یکدیکر نامیده می‌شو ندو 


می‌نویسیم : ۳۳۹ ۳ ۸ ۸ 


تب 
از نثار هندسی» وادود 2 پودادی است که طصول آی؛ عساوق ۳ بوده ولی جهت آد 
بت 
روشن خت ابن دوبردار متعلق به يك دسته هم‌ارزی 
نیستند. وارون ۳ را با ۵- نمایش می‌دهیم. 
طبق تساویهای (۱) و (۲) برای هربردار مفروض 1 داریم : 
چت.. چب وت چب چبب 
لاح 8 سل( 1 سب ) عت ( 9 سب ) س 8 


یعتی » د«مجموعة جردارها هر پرداد دادای چلك وارون است . 


چت چب- 
با استفاده ازبردار وارون » بردار ۲ - و را به صورت زیرتعریب می‌کنيم : 


۱- در حقیقت نعَطهُ ۸ یا ۵ با دو انتقال به جای اول خود بر گشته ومثل این است که ۸ 


تحت هیچ انتقالی (0) قرارنگرفته است . 


رف 


9 
و ج 
تف 
, 4 


9 


مثال ۱ - انتقالی درنظر می گیریم که هرنقطه ازصنحه را ۳ واحد به موازات محور :ها 
درجهت مثبت و ۲ واحد درامتداد محور بزها و درجهت منفی تغییر مکان دهد . الف - بردار 
مکان نظبر این انتقال را نوشته ء تعیین کنید این انتقال نقط  (‏ : ۷ ۸ را به چه نقطه‌ای 
منتقل مي‌نماید . ب - هرگاه نقطةٌ ۸ به ۸٩‏ منتفل شود » بردار ۸۵ را بسرحسب "0۸ و 


حل : الف - طبق آنچه قبلا گفته شد بردار مکان این انتقال برابر است با ۰ 


ز. ]دخه 

ٍِِ 

اين انتقال هر نقطه ازصفحه 

را ۳ واحد در حهت مثبت محور 
+ ها و ۲ واحهد در جهت منفی 
محور ها تغییر مکان می‌دهد . 
در نتیجه نقطة ( ۴ ؛ ۲ ) ۸ را به 
نقطهُ (۲ » ۸۳۵ منتقل می‌نماید . 


1 


ب _ طبق قانون جمع بردارها داریم : 


بت سس 
- "هب 0۵ 
-_ 
اک به طرفین این تساوی 0۸۵- را اضافه کنیم خواهیم داشت ۰ 


هت چب- مت طسست سیب 
(0۸-) + 0۵۳ ع< رون -) + (فظ +0۸) 
اما » 


هه + (0۸ + (6۸  ))-‏ ( ۸۵ + وم) + (0۸ -) <(0۸-) + رهم +6۸) 


۱ ۱ م بت بت چت. ‏ چست 
بنابراین طبق تعریف بردار وارون و تعریف تناضل: 0۸- 0۸۵ < هه +0 
ِ ۴ ات پیب یت 
ویا طبق تعریف عضو بی‌اثر : :0۸-۸ - اخظ 
چسه ۱ 
یعنی : هرگاه بخواهیم بردادگ عم ۳-۷ 
ز! که ادا وانتهایآن بدا مختصات منطبق 
ثیست هسب پودا رمک ن! بندا و پردا دمکا ۱ نقما یآ 
پنوچسیم + کافی است‌ب‌دارهکان ا نمسای ای ۱ 
منهای داد عکان ابتدای! دکنيم ٩‏ 


شب نت سب 
0۸۱-0۸ << ۸۸۲ 


با.ه) ۵ به+6) ۸ 
09 بت »,تا )۴ 
( بط ء «ط) ۸ و 0۶ ح اه ۰ آن گاه 


مختصات ۲ برایر ( 0-۵۷ ۰ بط ) 
خواهد بود . ۱ 
هرگاه دونقطةٌ ۸ و۸ روی يك محور مثلا" محور عدها باشند باز داریم : 
نت چ ر مت . » 
6-0۸ () ۵ ۸ ۸ 0 


تست 
اگربه طرفین این تساوی 0۸ را اضافه کنیم خواهیم داشت : 
چب یت یت چسب چپ کب چسب چبت چبب چس 
(0 -)) + "0۸ - 0۵ + ((0۸ -) + ۵۸) (0۸ - "0۵) + 0۵ -< "۵ + 0۸ 
ات شب 
(0۸ 
نب تست بت 
دیا : 0۸4۵۵0۸ 
۲-۱ :۰2 [۲]-2 
مثال ۷- بردارهای 1 ]- 05 و []-0۲ داده شده‌اند ء برای تعیین بردار 
مسج 
ستونی 78 بصورت زیر عمل می‌کنیم : 
طبق مثال بالا دازیم : 


۱۰۶ 


1-08-7 
و 
۹ 
تمرین 


چت ات 
۱- فرق بردار ۸8 و پاره خط جهت‌دار ۸۵ چیست ؟ 


۲ در زیر چند دستة هم‌ارزی از بر دازها داده شده است ِ 


الفب ‏ هردسته را بايك نماینده مشخص نمایید . ب - مجموع این نماینده‌ها را بااستفاده 
از قانون متوازی‌الاضلاع به دست آورید. 


۳- درشکل رو به رو هرپاده خط نمايندة يك 
بردار است ء حاصلهای زیر را به دست آورید ۰ 


6ب( 86 بقلم ؛ م0بقه ب هبقم 


4 + 1360+ قه) 


۴- متوازی‌الاضلاع داده شده‌است آ لا 
بر دار 05 و بر حسب بر دارهای زیر به‌دست آورید ۰ 


الف ۰ 75 و ۲[ ؛ ب ۰ 88 و 51 5 بر 


۱۰۱ 


۲ ۱ چب ‏ چب 
وف بردارهای مساوی هريك از بردارهای زیر را بنویسید ( مثلا 00۳-۳ - ) 
چپت ‏ چب چت.. هت پیت چب بچسند 
1 » رت مء 18 ؛# نت ؛ و۲3 ؛ ۳  --‏ 131 مس 
۶ در شکل زوبه رو هر پاره خط نما بنده 8 
يث بر دار است؛ حاصل‌هر کدام از حمعهای داده ۸ 


شده را به دست‌آورید . 


ِ 0 
8 -) +08 : 96 +08 بظه ؛ 26 084 ۸56 


هت شب مت سس بت فت.. ‏ طت چت... ‏ چب 
(81 -) 1 8۸ (آن) ؛ (80-) ۸04 ؛ ۸۲ 9۳1-۵۸4 دنا 
پ۷- شکل روبه‌رو يك مکعب است وهر 6 0 
باره حط نمايندة يك بردار مي با شد. هر کدام از 


حاصلهای زیرد! بنویسید: 


چتد نت چبت چتت وت چت ت.  ..‏ هه 
۸۸0 ۸۵00 9+00 ۶ ح ۸9 


۱ 
0 
۳ 


0 + ۸8 ؛ 8 ۸-2 , رام دوم ۳ 


چبت چپ بت چت ب- وت 
۸۵-۸۵ ۶ و6 ۸0-۸0۲4 


مب با استفاده ازشکل روبه‌رو مقدار 


ِ 


وت 
۶ را در هريك از تساویهای زیر به دست 


ای 


- حاصلهای زیررا به دست‌آورید ۰ 


سا ام سا 


[۰۸ 


» ۱- با استناده از شکل زیر » حاصلهای زير رابايك بردارستونی نمایش دهید ؛ 


ب 


شب تب ست چت تست چیه 
(د 6 ؛ ۳64۵۲ ؛ ۸۵۲ 0۸ 
ص بت ستت... هت وه وت سس 
بزم - 013 ؛ [0-[6 ؛ 4011-1-17 8 


ستد نت تست تست لس سس هس 
( 10-4-08 )+4 ([1 +4 ]۲۳۲۲-11 )0۵۸1-۸۵۴4 ) 
۱ با استفاده ازشکل فرگ» تعیین کنید اولاپاره حطهای حهت‌داریرا که با 00 در يلك وستهٌ 
۳ 
هم‌ارزی قرارگرفته‌اند ء ثانیاً دستذ بردارهایی راکه 0۸ نمایندة آنهاست مشخص نمایید . 


۱ وس 
۷۲ بردارهای ۱ - ل > -ظ د اه ۵ داده شده‌اند ؛ نشان 
۲ 


دهید که ۰ 


0 ره هه هت ال 2 3( ۰ 


۳ مطلوب است تعیبن طول پردارهای زیر ۰ 
بونج چب 
بر ل ی 8 


۱۰۹ 


سس سس 
0 6 سل 


(ط + ه) 


مس _ 5 سس 
از بر دارهای 5 |سقه ۳ |-6ه داده شمده‌اند ؛ برداز مکان م وا 
۱ سس ۸ 


وت چب ۱ چست شب 
۵- بردارهای ۱ مهد اسقه داده شده‌اند ؛ بردار 08 را به 
۴ ۳ 
طریق ستونی تمایش دهید . 
و وم هرگاه داشته باشیم » ( ۲ ۱۰) ۴۳۳(۰۸) 3و (۶۰۱) 0 » مطلوب است 
تعیین مختصات نفطه 2 درهريك از تساویهای زیر ۰ 


بت سس 
بات رو 4 لای) سس مر ؛ 1 ؛ 2 ۲ 


ضرب يك عدد حقیقی در يك بردار 
نیت لته طتت... یت 
بردار ۵ ۲ بنابر تعریف عبارت است از : و 1 ۵ و ۲ 
چت... ‏ چت 


باست 
همچنین تعریف می کل ۰ 2 + 8 ۲ < 8 ۳ 


۹ ت 5 چست 
اگر ع یلك عدد حقيقی پاشد» 2 ۳ بردادی است‌که طول ی | ۳ بان طول 5 هی با شذ ۰ ۱ 


چب چست شت. ‏ تس 
اگ ه ۲ باشد 8 7 و ۵ هم‌جیتند و اگر ه > ۲ ۱ ۶72 9 مختلفالجیت می‌باشند. 


کشمو ۲ 1/7 


اس 


اگر سح داریم ۰ 2 2 ۱ سس حت 46 ۲ 


بت چسیت چشت 
8 * ۱ - (۱ برایر 8 - گرذنه هما نطورکه دیدید ۱۷ید ۱ وارون 2 ی خوا نند. 


۱۱۰ 


: ۲ چ- وس ۱ تب چبت 
مثال ٩-بردار‏ عح و < ,0۴ را در نظر گرفته بردارهای ۲۵ و ۳۵ را بنویسید . 


۰ از ت دیده می‌شود که : 


تست 
]لت 


د اینجا می بینیم که هرگاه 
تیه ول اه 
عدد حهيهی ۲ در پرد۱( حه 8 
0 
ضرب شود ۰ کی عدد ددهر ملق 


آن ضرب مي‌شود ؛ 


اگر ٩‏ عحت . 
0 - وگ 
|[ و۱ 


مثا 3 
ل ۲ - هر 9 9 8 ۳ | 0 دوبردار و 5 و ؟ دو عدد حقیقی باشند 


نشان دهید که : 
۳۹ ده حسرها بم 1 
۰ داریم 
( ]+ )۰+5 
مدجیستف .ی 
سهسیتیت. رم - 


۱۱ 


۱ 2-0 
توزیم‌پذیری درضرب اعداد حقیقی : ۱ 1 ِ 


۷ سل +0 
30۹ 0۱ 
جمع بردار ستوئی : ۷ + | 5 
6 7 
ِِ ‌ ار ‌ ۳ ۳ ححه 
ضرب يك عدد دريك برداز ۰ ۳ ۳ 
چت... ‏ چبت 
طبق فرض : ۳ 


۱ وت 
به همین تر تیب اگر ع و + دو عدد حثیفی و 5 يك‌بردار باشد می‌توان نشان دادکه : 
چستت بت ست 
٩ 4- ۲ ۵‏ ۳حد 8 ۳٩1۲‏ ) 


(1۵) * سب( 0 ) )۲ 


مغلفذ با بردار ررّی باث مجور (بر دارهای پایه) 


/ 
بردار 6 را در صنح مختصات در نظ رگرفته 
آن را به صورت زیر می‌نویسیم : (طه/۳ 
از 
ها ۰ نت 
: 
0 ۱ ۷ 

)۱( | ]بل | - ز ]06 


در اپنجا بردارهای ستونی ۳ و ۳ به ترتیب بردارهای یکه‌روی محورهای ‏ و 7 بوده 


۷ 


و بردادهای پایه نامیده می‌شو ند .هر گاه تر ار 


دهیم : 
بت و بت ۱ 
[ عه ؛ 1 صعم ۱ 
۱ ۰ 


در این صسورت تساوی (۱) به صورت زیسر 
نوشته می‌شود ۰ 
شسصح 
ِ 


است سیم سس : 
پردادهای 1 8 دز 9 به ترئیب مولفه‌های برداد 0 دوق محودهای 1 و /ز نامیده مي‌شوند . 


رز 


و رده[ یف دً ادها داده نیده‌اند » الفی هر کدام از 
این دو بردار را به صورت [ظ رازه نمایش دهید , رز( هط ده )رنه صووت 


هب چب 
هد اه نمایش دهید . ج - بردار ۲۰ را به صورت ز تا -د 81 پمو تسیل 


9 ۱ ۷۲ مب 
۳7 ]له 
۱ ۰ ۳ 
و 
َ ۳ 
آزه 1 
([ ۴۶-۵ )-41( 1-۳ :۲ ) ع< وا - ب 
و 
اراس 
تس ۲ 0 ۷۲ . « 
ٍ ۳ ِ 
0 ۱ 
[ ]| ]*- 
۱ 9 
ز ۶ 1 ۴ < 
وت ای نت بردار ز 4-۳ ۲ ضرب شود ۲ در ضرایب 1و [ یعنی ۲ و ۳ ضرب 


مثال ۲ - دو بردار ز 141-۳ ۲ عد و و ز -- ۵1 عد و با داده شده است ؛ مجموع این دو 
بردار را به صورت يك بردار ستونی نمایش دهید . 


۴ زر زج( )وا + 
( )+ (۵۱ +۲۱ ) 


چب 
ا 


۱ 


و تن 
[ ۲ 4 ز ٩‏ << 


۳۹ 


۱ 


۱۱۳ 


-][+],[-),[ 


مثال ۳- درشکل زیرفرض می‌کنیم : 


(2و یم اعداد حقیقی می باشند ۵42 


۷8 
نشان دهید که : 
(۱) 0۳4 (2چس)-۸08 0۸ 
حل »در مثلث 0۸۵۸ روبه‌رو داریم- 


0 - ]0۸4-۵۷ 
همچنین ازمثلث 008 به دست می‌آید : 


...| لسسست 


0 084-96 
طرفین این دو تساوی را به ترتیب در | و 2 که ضرب کنيم حاصل می‌شود : 
4-2916 2013 
این دو تساوی را نظیر به‌نظیر جمع می کنیم می‌شود : 
4 یر ) ۲۵۸4۳۵048۱64۵8( 
و یا - 
)۱( ۷( تخت اهر +0(ه )-۸۵8۰ +۱۵۸4( 
ولی طبق فرض داریم : ۸۸-8 و يا : هس ۱۵۸6-348 
ویا ؛ (۲) ۰ -< ۸۱۷1-۸۱۷ 
هرگاه در تساوی (۱) مقدار (۲) را منظور بداريم خواهیم داشت : 


شس چشت یی 
(۳) 0( ۸4+۸) - ۸0۳8+ ۳۵۸۵ 
و اين همان بطلب خواسته شده است . تساوی (۳) را به صورت زیر نیزمی نویسند : 
1-8 0۵۸۵ سب 
سس سس ]۷(() 
۸-۸ 


رز 


به عصوص اگر ۷ وسط ۸۵8 باشد ؛ خواهیم داشت : 
وس چب 
۱-8 0۸ وب 
خی رو ۱ 
ایو نساوق وداز مکان نفعطه وسط دثد داز (۱ 
پ.هسپ پودا( عکان «بقدا و انبماق آد؛ به‌دست می‌دهد ۰ 


همچنین تساوی (۳) به صورت زیر نوشته می‌شود : 0 
چ بت چست سس 
و -0۳ ( ۸4-۸ ) - ۵-208 ام 


مثال ۴ - نشان دهید هر گاه‌خطی اوساط دوضلم يك مثلث را به هم وصل نماید» موازی 
باضلع سوم و مساوی نصف آن است . 


حل ۰ در مثلث 2۸۵۷ داریم ۰ 


فسه پت چپ ۵ 

طر فین این تساوی‌را درعدد ۲ ضرب می کنیم : 

ست بت بت 

4 ۲2۸۵ -- ۲۵ ۷ << ۷ 

۱ چب چب 
ولی طبق فرض داریم. 8۸۵ 2۸ ۲ و 
چپ چپ ۱ 
۲۸۷-۸0 . پس (۱) به صورت زیر نوشته می‌شود . 8 


سب هت ستته 
۲۷ << ۵۸0 + 8۸ 
از طرفی در مثلت ۸90 داریم ۰ 19۸1-۸0-86 از مقایسة دو تساوی اخیر نتیجه می‌شود 
ٍ چب 
که ۰ ۲۱۷ دج که باتوجه به تعریف ضرب يك عدد حقیقی دريك بردار نتیجه می‌شود که 


۷ موازی 30 بوده و طول آن نصف 36 است . 


تمر ین 


۱- حاصل عبارتهای زیررا به دست آورید : 


سابل بلح اس 


۷- در تساویهای زیر ۲ و 5 اعداد حقیقی هستند » آنها را پیدا کنید ۰ 


۴-۰ »اج ء دات|: ابا بل 
۳ در تساویهای زیر 8و 09 اعداد حمیهی هستند ؛ آنها را به دست آورید .۰ 


(ز دز ) و( دز ۳) ور او سب ۰ اقب ۱ +- أمحز 


8 سس ۳3 
۳ بر دار های ۷ .ی 9 د اه داده شد‌اند ؛ 
۳ 


حاصلهای هريك از ؛ 


یه چسته ی 
۰۵ ۱ | |[ | ال 
۹ فت... چت 
ص5۵ 5 ۱5 
زو + ز ونوشته آنهاراباهم 
ایس کید . ۱ اع | | 
جت نت 
۳ 
رم مب ۲ ۳ 
و و نی | ام 
با | | ]| | ] 
بنویسید , ول .۱ ۳ 


۳۳۳ ال ا اعل [ | ] 
دست آورید : 8 ۵ 


۱ 7 ۳ ۱ لب ۱ صتت مس ۱ 
الف - (00 7و0 )۷ب ۲۲۲۱۲۳۵۱۱  )‏ *ج- (۱۰3۳-۲80) > 


اس ج تست ۱ ات سم اسب سیب سس ۱ 
د - ( ۷30 سس اب دجم ۲ - ون ؛ و بت ی )ملد 
( ۲310 ۶99 ) ی ۵0 1 ۲۸۵۲ - 0۵ ؛ و - ( 0 9 


ثِ«۳۳ 


: ۳ نوج 
۳ 0۸00 0-۴06 
- در مسئنه لوف نشان دهید که ۰ 


۱ ۱ ِ ۳ وس کشت 
الفتش عبارت «الف» از تمرین ت نمایش برداری مثل 016 است که 14 وسط ۸۸0 می‌باشد . 


۱1۶ 


سب 
ب عبارت «ب» ازتمرینع نمایش‌برداری مثل ۳ است که آا پاره خط ]۲1 را به نسبت 


ِ۹ 
تقسیم می‌کند : 
ً 
ج- عبارت «ج» ازتمرینم نمایش برداری مثل ۳ است که 16 پار‌خط ۳0 را به نسبت 
۳ ۲ ۱ 
۳ 
۰ ت 
د- عبارت «د» ازتمرینع نمایش برداری مشل 1386 است که و پاره خط 2ج را به نسبت 
5 ۱ 
ای ی 6 8 
۸- درشکل‌روبه رو 90 موازی(۸1 و 
۳ و ۸۶ و ۸۲ به ترتیب نمایندة 01 
(ا۸ 
بر دار های ۳۹ 11 می با شند . 
ی 0 َ ۸۵ 


بردارهای زیر را برحسب این دو بردار پیدا کنید ۰ 


هت مت چت.. هنت ۳ 2 
؛ نار 7 و و زج مطه‌ایروی ۳۳۲ ام ی 
۳۲1 


۱۱ 


تصل ۴ 


گر وه 


اواریست گالوا ریاضی‌دان فرانسوی اولین کسی نت که قظریه کزومها را دز زیاضیات 
به کار برد. وی درسن ۱٩‏ سالگی مطالعه منظم گروههارا شروع کرد و ازاين زاه به‌حل‌مسائلی 
مر بوط به معادلات موفق گردید که مورد بحث ریاضی‌دانال وقت بود. 

نگره گروهها یکی از زیباترین شاخه‌هسای ریاضیات است و دارای‌کاربردهای زیادی دز 
رشته‌های گوناگون از جمله فيزيك » شیمی و مکانيك کوانتم میباشد. 

ما این فصل را با تعریف يك «عمل» روی يك مجموعه شروع میکنیم. 

تعریف - فرض کنيم ۸۵ يك مجموعه نانهی باشد. يك عمل دوتاشی و یا بطور ساده يك 
عمل روی مجموعه ۸ عبارت از تابعی است روی ۸ < ۸ در ۸. بعبارت دیگر يك عمل روی 
مجموعه م عبارت از قانونی است‌که بهر زوح مرتب از عناصر ۸ » يك عنصر متحمبر بفرد از 
۸ را نسبت ذهد. 

يك عمل روی مجموعه ۸ را با نمادهانی مانند #» ه » [] و غیره نشان میدهند . 
اگر * يك عمل روی مجموعه ۸ باشد» عنصری از ۸۵ که به‌زوح مرتب‌ظ ۷ 6۸ (2»0) نسبت 
داده میشود با :2 شان داده میشود. 

متال ۱ - جمع معمولی «-+4» بك عمل زوی مجموعه اعداد درست است. هه‌چنین 
شرب معمو لی ۰ » يك عمل روی محجموعه اعداد حقیتی است. 

مثال ۳ - برای هر زوج مرتب (طر) از اعداد طبیعی تعریف میکنیم: 

+ آ ور << 00*0 

دراینصورت «#» يك عمل روی مجموعه اعداد طبیعی است. 

تعریف - گوئيم عمل «#» روی مجموعه ۵ دارای‌خاصیت جابجائی است» هرگاه برای 
هر 8:6۸ »ء داشته باشیم : 

27*0 < 6 ۱ 

مثال ۱ - عمل « + » روی مجوعه4 اعداد حفیقی دارای خاصیت حابجانی است. زیرا 

برای هر +۲عوزرج ؛ داریم: 
5+ 0 < با 1 6 


۱۱۸ 


مثال ۷ - عمل «[]» را روی مجموعه اعداد درست بصورت زیر تعریف میکنيم: 


لا ع< ۳[ ]وج 
بساد کی میتوان دیدکه «[]» روی بر دارای خاصیت جابجائی نیست زیرا برای مثال 
۱۳ 
و حال آنکه 
۷ ۳+ ۲۲ < ۲۲۳ 


لعو یف - کوئيم عمل «۲*» روی مجموعه م۵ دارای خاصیت طرکت پدیری است؛ هر اه 


بر ای هر 02۸ را رو داشته باشیم: 
(#0) و ع #۵() 
مثال ۱ - عمل ۰+ » روی مجموعه اعداد حقیقی دارای خاصیت شر کت‌پذبری» زیرا 
17 9 ,۷9 (0 + 0) + ۵ <ع + (ن -ه) 


مثال ۷ - عمل «0» را روی مجموعه اعداد طبیعی بصورت زیر تعریف میکنیم: 


بسادگی میتوان دیدکه و روی )1 دارای خاصیت شرکت‌پذیری است زیرا اگر ج مج ولا 

اعداد طبیعی باشند» خواهیم داشت: 
۵ 2۵9 < ۵۵6(0۵) 

و 
> طرمهه > (1200۵) ۲۵0 

تعریف - فرض کنيم ی يك مجموعه ناتهسی و «#» يك عمل روی ی باشد. ی را همراه 
با عمل «#» يك گروه گوئیم» هرگاه خواص زیر برقرار باشد, 

الف - عمل «#» روی 6 دارای خاصیت شر کت‌پذیری باشد , 


ب ‏ در ي عسوی مانند و وجود داشته باشد بطوریکه برای هر يعج » داشته باشیم: 
ج < مج و عد 06 * جع 


۵ را عضو بی‌اثر عمل «#» در ي مینامیم. 
پ. بر ای هر 3و » يك عنصر "9 وجود داشته باشد بطوریکه 
و < 9 9۷ عه 9 2۳ 
"و را عضو وارون و نسبت به عمل «#» مینامیم. 
مجموعه ب همراه با عمل «#» را گاهی با نماد (*,ی) نشان میدهند, 
تاکنون مثالهائی از يك گروه دیده‌اید بدون آنکه کلمه گروه ذکر شده باشد. به مثالهای 


۱۱1 


زیر توجه کنید. 
مثال ۱ - مجموعه اعداد درست 2 همراه با عمل جمع « + » يك گروه است , 
الف -عمل «4)» روی ‏ دارای خاصیت شر کت پذدیری است زیر ا* 
2 6 9 و13 وتا ۷ ( + + و و + (ظ + ه) 
(مثلا (ه + ۳) + ۲ عد و + (۲+۲۳) ) 
ب. با عدد صفر آشنا هستید و می‌دانیدکه برای هر 7 > 0 میتوان نوشت: 
00 حد 10ج ۵ < ه ۲ 0 
پب هم‌چنین میدانید که اگر 0 يك عدد درست باشد» 
ه حد وز 4 (10 - ) ع (یج -- ) ۳ 20 
مثال ۲ - مجموعه اعداد گویا و مثبت یعنی: 
با ااعو : 2 دج 
4 
همراه با عمل ضرب « <» يك گروه است. 
الفب عمل « « » روی *0 دارای خاصیت شر کت‌پذیری است زیرا ‏ 
۲۳ 0 ,9 ,وه ۷ (۵ « 200 <م ‏ (0 < 9) 


ء ۲ ۱ _ ۲ 
7 روت ۰(« ) 


ب- با عدد يك «۱» آشنا هستید و می‌دانیدکه برای هرعدد گویا و مثبت 3 میتو ان نوشت 


(ا[ ع 4 «۳), 
۱ 
9 4 4 
همچنین می‌دانید که اکر +هاع ‏ » پس "جع < و علاوه بر این 
ي 4 _ ان ۲ 
وا 3 , رو 
۲ 0 0 و و 


ال ۳ - مجموعه ماتسر یسهای ۲۷ < ۷ همر اه پبا عمل جمع م-أتردسها « + 6 يلك 


گروه آشگان 


الف. همانطو ریکه درفصل مار یسها دیدید عمل « <( » روی مجموعه ماتریسهای ۲ ب 


دارای خاصیت شر کت‌پذیری است یعنی اینکه اکرل ۰ ( ]۸ و 5 * ]-8 و 
0 4 


۱۰ 


1 سه ماتریس ۲ بر ۷ باشند؛ خواهیم داشت: 
۲ 
0+ (ظ + م) ع< (0 + دور 


ب - همانطوریکه در فصل ماتریسها دیدید اک 2 ] < بو يك ماتریس۲ ۲ باشد» 


اه اه با دا ۶ 


تسج د مجموعه ماتریسهای ۲ « ۲ است. 


خو اهیم داشت" 


0 ‌ 


8 و . 
پ - اگر يك ماتریس ۲ « ۲ باشدء خو اهیم داشت: 


]| اظ9 وا اوه و | اوت وت | اطه ۵ 
سس ِ سس سل- 
يم ما أق 6 اه و-ا اهب و-| اه وه 
۱ مثال ۴ - مجموعه اعداد طبیعی 


ژ.۰. و و۳ و۲ و۱ > لا 
همراه باعمل جمع يك گروه نیست» زیرا ( + ,ا) دارای خاصیت (ب) ازتعریف یك گروه‌نیست, 


مثال ۵ - مجموعه (... ,۳ ,۲ ,و ره) 1 همراه باعمل‌جمع يك گروه نیستزیراخاصیت 
(پ) از تعریف يك گروه در اینجا برقرار ثیست , برای ممال عنصر ۲ از] دارای وارون نیست. 

مثال ۶- مجموعه اعداددرست 2 همراه باعمل تفریق «--» يكگر وه‌نیست» زیراخاصیت 
(الف) از تعریف يك گروه دراینجا برقر ار نیست. برای مثال 

۲ - (۴ - ۱۵) و (۱۲--۴) - ۱۵ 

مثال ۷ - مجموعه اعداد حقیقی ۲ همراه با عمل‌ضرب يك گروه ثیست» زیرا عنصرصفر 
دار ای وارون نمیباشد. 

تعریف - اگر (* ,تع) يك کروه و * دارای خاصیت جابجاشی باشده (#,ج) يك کروه 
جاپجاثی (و یا يك گروه ابلی) نامیده میشود. 

برای مثال ( + ,۳2) يك گروه جابجائی است. 

بعنوان تمرین تحقیق کنید کداميك از مثالهای قبل يك گروه جابجانی است. 


۱۱ 


خواص مقدماتی گر وه‌ها 

میدائیم که دره رگر وه( ,63) يك‌عنصر بی‌اثروجود دارد و هرعنصر ع از ی دارای عتصر 
وارون است. قضیه‌های زیر نشان میدهند که عنصر بی‌اثر وعنصر وارون هر عنصر دريك گروه 
متحصر پفرد میباشند. ۱ 

قضیه ۱ - در هرگروه (* ری)» عتصربی‌اثر منحصربفرد است (یعتی اينکه هر گروه تنها 
دارای يك عنصر بی‌اثر است.) ۱ 

اثبات- اگر ,و و ,و عنصرهای بی‌اثر درگروه (* رج) باشندء خواهیم داشت: 


۵ > و۷ ,و#ع ,6 ۰ (۱) 
ی > ج ۷ جح ,نب 9۲8 )1( 
بنابر (۱) داریم؛ 
ب۵ << بو #۴ ,5 
و پنابر (۲) داریم: 
26 #6۲ 6 


ازاين دو تساوی نتیجه میشود که ,و و » و بتابراین قضیه ثابت است. 
قضیه ۲ - در هر گروه (* رع) هر عنصر ج از 64 تنها دارای يك‌وارون است(یعنی‌اینکه 
عنصر وارون هرعنصر از ي منتحصر بفرد است). 
اثبات - فرض کنیم و عتصربی‌اثر گروه (* رج) بوده و چ متعلق‌به ی باشد . اگر اج و 
َ عتصرهای وارون ع باشند» خواهیم داشت: 
و "ع #ج - ج #۷ و ود عم 5 < و * ج 
بنابر این : ۱ 
اج - ۷۵ "و < (ع * ج) « کي - او * (ج * کع) < اج #و< ع 
یعنی اينکه عنصر وارون هرعنصر از ی منحصر بفرد است. 


تمرین۱! - آیا جمع و یا ضرب معمولی يك عمل روی هريك از مجموعه‌های زیر است؟ 


الف ( ۴ ,۳ ,۲ ,1۱ ع< ۸ 
ت ۷۰۰۰۸ و۵ و۳ < ۳ 
فد (۰۰۰و۶ و۴ و۲ ل 


۱۳۲ 


تمرین ۲۷ - ا گر و ,ور اعداد طبیعی باشند؛ تعریف میکنیم؛ 


الف بت 8 ۳ 1 0 عت 0 2۳ و2 
ود من ۲و ۴ و < 120۳ 
دس ۲ ۳ ۵ 2 ]0 


1 - تحقیق کنید که هريك از «[]» » «0» و «#» يك عمل روی ا میباشد. 
از - کداميك ازاین عمل‌ها روی (( دارای خاصیت شرکت پذیری است؟ 
رز - کداميك ازاین عمل‌ها روی و دارای خاصیت جابجائی است؟ 
تمرین۴ - عل «#» را روی و« بصورت زیر تعریفب میکنیم: 
< آ( ع (1 ,)۷ "و 00 

ال آیا «» روی 1 دارای خاصیت جابچائی است؟ 
ب. آپا «#» روی [ دارای خاصیت شرکت پذیری است ؟ 
تمرین ۴- عمل (0) را روی 2 بصورت زیر تعریف ميکنيم : 

۱ 2 « 22 (,۲) ۷ جدص د ط + 9 عد 96 
الف- عضو بی‌اثر این عمل را پیدا کنید . 
ب. عضو وارون هر عضواز 7 را نسبت به اين عمل بدست آورید, 


تمرین ۵ عمل «#» روی مجموعه (ع , 7 ,رورم 4۵ طبق حدول‌زیر تعریف شده است. 


2 ۷ 2 ت > 
2 ّ 4 8 2 
2 2 6 1 ۹ 
2 6 4 / 
ت ۱ 11 2 


الفب عضو بی آثر «» را مشخص کنید . 
ب عضو وارون هرعضو ازمجموعه (و « ل د یر « 6) را بدست‌آورید . 
تمر ین ۶ عمل «(# را روی محجموعد ۲ و۱ و طبق حدول زیر تعردف میکنیم ۰ 


۲ ۱ ما 


0 0 ۲ ۱ ۱ 
۱ ۱ 0 ۲ 
۳ ۳۲ ۱ 0 


۱۳۳ 


۱۳ 


آیا (* و (۱۶۲ءه)) يك گروه است؟ دلیل پاسخ خود را بیان کنید . 
تمرین ۷- تعیین کنید کداميك از مجموعه‌های ژیر همراه با عمل ضرب معمولسی يك 


گروه ات , 


ا لت زر ی تن 


ات 


سییپمیه ی ال ی 


۱ )۱ همراه بما عمل‌ضرب ماتریسهای ۷ ب ۷ يك گروء است ؟ دلیل پاسخ خسود را 


۹ 


